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1  Povinné ¢asti zpravy o reseni projektu
Tato zprava je zpracovana jako zavére¢na zprava o feSeni projektu FRVS 2421/2007/G1

1.1 Cile reSeni

Cilem feSeni predkladaného projektu je piiprava vypoctovych MKP modeld pro vypocet
lomove mechanickych parametrti trhlin v anisotropnich materialech pti obecné poloze trhliny
a materidlového rozhrani. Zejména ptijde o stanoveni exponentu singularity daného obecného
koncentratoru napéti a nasledného urceni zobecnéného souclinitele intenzity napéti metodou
dvoustavovych integrali. Problémy budou feSeny v rdmci rovinné anisotropni pruznosti.
Vypracované¢ metody se budou aplikovat na problémy piemosténé trhliny v okoli
bimateridlového rozhrani, pficemz jeji vrchol muize lezet na tomto rozhrani, dale trhliny
nachazejici se v okoli anisotropniho V-vrubu a trhliny v substratu v blizkosti ochranné vrstvy.
Vyteseni téchto problémt ma velky vyznam pro lomové mechanickou analyzu vrstevnatych
kompozitl tvofenych anisotropnimi lamelami a pro analyzu ochrannych vrstev. Dalsi cile
budou postupné stanovovany, piipadné upiestiovany na zdkladé prabézné ziskdvanych
vysledkd.

Vsechny vytvofené materidly budou zpracovany do podoby studijnich podkladi a
komentovanych metodickych listi pro ulohy do cviceni pfedmétu Vybrané matematické
metody v mechanice, ktery je soucasti akreditovaného magisterského studijniho oboru
M3905-Aplikovand mechanika. Podklady budou pfipraveny zpsobem, ktery umozni jejich
snadnou modifikaci a vyuziti i pro modelovani dal$ich konfiguraci trhlin a materidlovych
rozhrani. Stanou se tak vychodiskem pro budouci semestralni a diplomové projektt a budou
tvofit zdklad znalostni databaze pro posluchace, zaméfené do oblasti pocitacového
modelovani poruSovani progresivnich materiali.

1.2 Postup a zpiisob FeSeni

Reseni navrhovaného projektu bude probihat v nize popsanych zakladnich etapach, které se
mohou i ¢astecné prekryvat:

1) Prvni krok analyzy se tyka vypracovani numerické procedury pro vypocet vlastnich ¢isel a
vlastnich vektort ve Williamsové asymptotickém rozvoji pro ptipad trhliny koncici na
rozhrani dvou obecn¢ anistropnich materidli (z praktickych diavodii zvoleny materialy
ortrotropni). Na zaklad¢ této procedury, zpracované v matematickém softwaru MAPLE 10.0,
se nalezne exponent singularity napéti charakterizujici danou singularitu. Problém je feSen
v ramci rovinné pruznosti anisotropnich prostfedi, kde Ize vyuzit tzv. Lechnického-Strohtiv
formalismus zalozeny na pracich [13], [43] a[73]. Zakladem je popis napéti a posuvii pomoci
komplexnich potencialll, které formalné splituji podminky rovnovahy, kompatibility a linearni
zavislosti mezi deformaci a napétim a podle typu ulohy také dané okrajové podminky. V
pripadé¢ obecné rovinné anisotropni pruznosti je nutné uvazovat vSechny slozky tenzoru
napéti a deformace. K zjednoduSeni muze dojit v pfipad¢, kdyZ matice tuhosti pfip.
poddajnosti vykazuje roviny symetrie, jak je tomu napf. u ortotropnich materiali. Obecné
uloha vede na feSeni homogenni soustavy rovnic, pficemz exponent singularity se urcuje
z podminky nulového determinantu matice soustavy. Vzhledem k tomu, ze dvoustavové
integraly (pouzité nésledné k vypocltu zobecnéného soucinitele intensity napéti) vyzaduji
nalezeni tzv. pomocného feSeni, je stanoven exponent singularity a vlastni vektory i pro toto
pomocné feseni. Zdrojovy kod v softwaru MAPLE umoziiuje libovolnou volbu materiali na
obou stranach rozhrani a tedy moznost provadét parametrické studie zavislosti exponentu
singularity na pouzitych materialech.



2) Druhy krok analyzy se tykéd vypoctu zobecnéného soucinitele intensity napéti - GSIF, pro
ktery byla zvolena metoda dvoustavového y-integralu —viz kapitola 6.1.2, ktery ve spojeni
s deformacni variantou MKP poskytuje pro jeho vypocet velmi uCinny nastroj. Metoda
umoznuje stanovit parametry lokalniho pole napéti u vrcholu trhliny znapétove-
deformacniho pole ve vzdalenych bodech, kde jsou numerické hodnoty presnéjsi. Hodnotu
dvoustavového integralu lze vyjadfit v uzavieném tvaru z lokalniho napétové-deformacéniho
pole a pomocného feSeni. V softwaru ANSYS jsou zpracovany vstupni soubory formou
makra pro tvorbu sité vzorku s trhlinou libovolné€ orientovanou k bi-materidlovému rozhrani a
nasledny vypis vypoctenych dat do textového souboru. Vystupem jsou pole napéti a posuvi
na zvolené vzdalené cest¢ a tato data jsou dale zpracovana formou makra v softwaru
MATLAB. Vstupni piikazové soubory jsou vytvoifeny tak, aby umoznily i méné zasvécenému
uzivateli pomérné snadnou modifikaci a vytvoreni vlastni varianty problému, ktery pak bude
moci sam fesit a analyzovat.

3) Ve tretim kroku, ktery muze byt volitelny a zavisly na konkrétni feSené¢ materialové
konfiguraci, je pocitdn vliv pfitomnosti mosticich vldken (u trhliny pfemosténé vlakny a
koncici na rozhrani) na vysledné pole napéti v okoli jejiho kotene. Tato problematika se mize
potom aplikovat u dlouhovlaknovych kompoziti. Vliv mosticich vladken na vysledné pole
napéti se bude kvantifikovat pomoci tzv. zobecnéného mosticiho soucinitele intensity napéti o
ktery se snizi aplikovany zobecnény soucinitel intensity napéti charakterizujici pole v okoli
nepfemosténé trhliny (viz bod 2)). Opét bude vyuzito MKP vypocti na zvoleném vzorku a
nasledné zpracovani téchto dat v matematickém softwaru MATLAB. Vyuzita bude teorie
vahovych funkci a aplikace riiznych modelt pfemosténi.

4) Ctvrtym krokem je definice vhodnych lomovych kritérii, tj. nastroje, ktery nAm umozni na
zaklad¢ zvolené materialové konfigurace a zatizeni posoudit zda a jak se bude trhlina Sifit
dale — zda nastane ohyb trhliny podél rozhrani nebo penetrace do dalSiho materidlu ptes
rozhrani. K tomuto uUéelu bude vyuzita teorie tzv. Finite fracture mechanics a teorie
sdruzenych asymptotickych rozvoji — viz dale.

5) Paty krok feSeni bude souviset s experimentalnim ovéfenim lomového chovani pro vybrané
konfigurace materidlovych rozhrani a trhliny, pficemz budou vyuzZita néktera stavajici lomova
kritéria. PredevSim se bude jednat o otdzky spojené s moznym ohybem trhliny podél
materialového rozhrani.

Experimentalni mé&feni budou uskuteénéna ve spolupraci s Ustavem fyziky materiala AVCR
Brno. Nakup vzorkd se z divodu problémi s dodavkou od jejich vyrobce znacné opozdil,
proto nebylo mozné provést experimentalni ovéieni do konce roku 2007, tj v rdmci obdobi
feSeni tohoto projektu. Vyhrazena cast financnich prostiedki na uhradu casti vzorkt byla
viak jiz uzita jako zaloha na jejich pofizeni provadéné odbornym pracovistém na Ustavu
fyziky materiali AVCR Brno. Experiment se tedy planuje az na rok 2008, kde potom
vysledky budou k sou¢asnym poznatkiim dodate¢né doplnény. Je nutné vsak jesté dodat, ze se
ukazalo, Ze tato problematika, a zejména experimentalni ovéfovani ziskanych poznatka
z oblasti pokrocilych heterogennich materialii neni vitbec jednoduchou zaleZitosti. Jedna se o
velmi (jak casové, tak financn€) nékladnou zalezitost, kterou neni mozné v ramci
jednoro¢niho projektu uspokojivé vyftesit a tudiz nelze ¢ekat ve vystupu zadné vyznamné
vysledky. Bez statistického zpracovani naméienych dat, ke kterému je nutné mit vétsi pocet
vzorki nelze vysledkiim z nékolika malo métfeni plné diivétovat a brat je jako reprezentativni.
Lze je povazovat pouze za prvni nahled na problém, jehoz feSeni bude nutné dale rozvijet
v ramci dalSich vétsich projekta.



1.3 Zmény v projektu

V ramci feSeni projektu bylo provedeno nékolik zmén, které byly schvaleny prorektorem:

1) Zména zahranicni konference:

Byla provedena zména planované zahrani¢ni konference na niz bylo Cerpano zahrani¢ni
cestovné. Oproti planované konferenci uvedené v ptihlasce projektu byla provedena zména na
konferenci International Symposium on Defect and Material Mechanics, March 25-29, 2007
- Aussois, France. Tato konference se jevila jako vhodnéjsi a to i z dGvodu, Ze prezentované
vysledky budou publikovany v impaktovaném Casopise.

2) Presun financnich prostredkii

Byl proveden piesun finan¢nich prostiedkd z oblasti Ostatni osobni néklady ve vysi 3000,-
K¢ do kategorie Odmény za tfeSeni projektu, jelikoz byla tato Castka potfeba k vyplaceni
pracovnikovi VUT FSI UMTMB — Ing. Tomasi Profantovi, Ph.D., ktery se rovnéz podilel na
feSeni grantového projektu.

3) Presun financnich prostiedkii

Z diavodu nedocerpani polozky zahrani¢ni cestovné, kde bylo ptivodné naplanovano 20 000,-
K¢ a skute¢né vycerpano pouze 19 311,-, bylo pozadano o prevedeni nedocerpaného rozdilu
689,- K¢ (jiz nebylo mozné jej vyCerpat na zahrani¢ni cestu) do kategorie Ostatni bézné
naklady.

1.4 Vyuziti finan¢nich prostiedki
Finan¢ni prostfedky byly pouzity v souladu s ptihlaskou projektu se zménami uvedenymi
vyse:

Tabulka 1. Néklady na feSeni projektu

Niaklady na FeSeni Stipendium MSMT Prispévek VS
(zaokrouhlena na tis.) Poskytnuto PouZzito Prislibeno Skutecnost
Odména spolufesiteli *) 4 7 0 0
Stipendia pro feSitele 20 20 0 0
Ostatni osobni naklady *) 3 0 0 0
Sluzby 0 0 0 0
Cestovné zahranicni *) 20 19 0 0
Ostatni *) 47 48 0 0
Celkem 94 94 0 0

*) vSechny zmény (pfesuny finan¢nich prostfedki) byly schvaleny prorektorem - viz kap.
1.3.



1.5 Vysledky a vystupy reSeni

Vsechny vytvofené materidly jsou zpracovany do podoby studijnich podkladi a
komentovanych metodickych listi pro ulohy do cviceni pfedmétu Vybrané matematické
metody v mechanice, ktery je soucasti akreditovaného magisterského studijniho oboru
M3905-Aplikovand mechanika. Déle se predpoklada, Ze ziskané vystupy budou rovnéz
vyuzity pfi tvorbé nového predmétu Vypocetni metody v mechanice kompoziti — opét pro
vyse uvedeny obor. Podklady jsou pfipraveny zplisobem, jenz umoznuje snadnou modifikaci
pouzitého, obecné anisotropniho materidlu a zménu piipadné konfigurace trhliny a
materidlového rozhrani. Komentované metodické listy mohou slouzit jako navody
k vypracovani riznych modifikaci loh zadanych vyucujicim. V ramci zavérecné zpravy byla
provedena rozsahla reserSni studie zamétend hlavné na metody vhodné pro feSeni problému
lomové mechaniky heterogennich materiali. Zde se ptredpokladd, ze se tato teoretickd Cast
stane zakladem pro zpracovani budoucich semestralnich a diplomovych projektii a budou
tvofit zadklad znalostni databaze pro posluchace, zaméfené do oblasti pocitacového
modelovani poruSovani progresivnich materiali. Zejména se jedna o obor M3905-Aplikovana
mechanika a obor doktorského studia D2312 Inzenyrskd mechanika se zaméfenim na
lomovou mechaniku.

Na internetovych strankach Ustavu mechaniky téles, mechatroniky a biomechaniky -
http://www.umt.fme.vutbr.cz/ v sekci ,,Studijni opory* a dale ,,Vypoctové modely lomové
mechaniky heterogennich materialii* jsou voln¢ ke stazeni vSechny vystupy tohoto projektu:

* ReSer$ni studie a popis metodiky feSeni ve formé této zavérecné zpravy

» Navody pro pouziti ziskanych poznatkli a vyuziti vstupnich souborti ve form¢ ctyt
komentovanych metodickych lista

* Vstupni soubory ve formé¢ maker pro programy ANSYS, MATLAB a MAPLE

Veskeré vysledky byly rovnéz prezentovany na nasledujicich konferencich:

- Aplikovana mechanika 2007, Malenovice, 16.-19. dubna 2007, publikace ve
sborniku konference.

- Inzenyrska mechanika 2007, Svratka, 14.-17. kvétna 2007, publikace ve
sborniku konference.

- International Symposium on Defect and Material Mechanics 2007, 25.-29.
bfezna 2007, Aussois, France, pfispévek bude publikovan ve specidlnim
Cisle asopisu International Journal of Fracture.

- Vicetroviovy design pokrokovych materiald 2007, 29.-30.2007, Ostrava,
VSB TU, publikace ve sborniku konference.

Detailnéjsi informace o ptispévcich z téchto konferenci jsou uvedeny v zavéru této zpravy.



2 Uvod a motivace

Rostouci pouzivani vldknovych kompoziti (¢i dalSich modernich materidltl) ve
vysokopevnostnich strukturdch, pfinaSi novy problém pii analyze trhlin v anisotropnich a
navic heterogennich prostiedich. Bez existence nastroje pro posouzeni lomové-mechanického
chovani téchto materiall, nelze totiz potom tyto materidly pouzit v kritickych strojnich
uzlech, kde by necekané poruseni mohlo mit katastrofické nasledky. Vyvstava proto potieba
umét spravné posoudit singularni body v konstrukcich (potencidlni koncentratory napéti) a
predikovat jejich nasledné chovani v pribéhu zatézovani. Vétsina dosud publikovanych praci
byla zaméfena na popis obecnych koncentratorii v isotropnich prostiedich. Tato oblast byla
tedy jiz pomérné dobie prozkouména. AvSak v pfipad¢ anisotropnich materidlti nastavaji jisté
komplikace, které obecné¢ znemoziuji pouziti a aplikaci stejnych postupti a nastroja jako pro
isotropni materialy. Je proto nezbytné najit dalSi mozné zpisoby, jak zahrnout obecnou
anisotropii do feSeni a posuzovani obecnych koncentratorti napéti.

VétSina matric u pokrocilych materiala je kiehka. Maji sklon k praskani jiz pti velmi nizkych
hodnotéch aplikovaného zatizeni a poruseni se nejCastéji vyskytuje ve form¢ sit€¢ mikrotrhlin.
Orientace téchto trhlin se mize ménit v zavislosti na relativni orientaci zpeviujici faze k
aplikovanému zatizeni. Napéti v okoli trhliny je fizené celkovou odezvou anisotropniho
materidlu. Existence materialového rozhrani v kompozitech — specialné v laminatech, pfinasi
dalsi problém pfi analyze trhlin - problém trhlin koncicich na rozhrani dvou anisotropnich
(nejcastéji v praxi ortotropnich) materiali a problém trhlin lezicich na rozhrani [15]. Tyto
problémy je rovnéz mozné nalézt u technologie povrchovych ochrannych vrstev. Pro
posouzeni chovani trhlin ve zminénych situacich je nezbytné dikladné vySetfit a popsat
napétové pole v okoli kotene trhliny. Ackoliv tradicni MKP analyza vzorku je schopna
postihnout singularni napétové chovéani v blizkosti kofene nebo vrubu v homogennim
materidlu (bez rozhrani) - naptiklad zjemnénim sité, tento pfistup pii uvazeni pfitomnosti
nehomogenity (rozhrani), selhdva. Velmi slibny piistup jak piesné¢ popsat singularni pole
napéti u nehomogennich piipadd je zalozen na aplikaci tzv. dvoustavového, drahové
nezavislého integralu - [25], [31], [68], [89], o kterém bude detailn€jsi zminka pozdé&ji. Tento
dvoustavovy integral je naptiklad ve spojeni s klasickou formulaci MKP velmi efektivnim
nastrojem pro vypocet intensity napéti ¢i T-napéti v blizkosti koncentratoru, aniz bychom byli
nuceni pouzit velmi jemnou sit’ v okoli singuldrniho bodu.

Uvedend problematika mlZze byt dale jeSté komplikovana napiiklad pfitomnosti zpeviujici
faze, ktera miize vyznamné ovlivnit vysledné pole napéti v okoli kotene trhliny. Tyto ptipady
1ze nalézt velmi Casto naptiklad u laminati slozenych z vrstev vyztuzenych dlouhymi vlakny.
Pfitomnost neporusenych mosticich vlaken pozitivné ovliviiuje lomové chovani télesa (diky
uzaviracimu efektu). Z tohoto diivodu by mél byt tento fakt rovnéz zahrnut v analyze pole
nap¢ti, které je zékladem pro nasledné posouzeni lomové-mechanického chovani.

Vsechny vyse uvedené poznatky Ize nasledné zurocit pii hledani vztahu mezi ohybem trhliny
podél rozhrani a penetraci trhliny do sousedniho materialu, tj. pti definici lomového kritéria.
V praxi Ize potom vyuzit toto kriterium napiiklad pro situaci, kdy je tfeba navrhnout
konstrukci, vykazujici pozadované chovani — tj. kdy napt. poZadujeme, aby ohyb trhliny
nastal prioritn¢ pfed penetraci pies rozhrani. Trhlina ,,0ohnutd* na rozhrani totiz zvysi energii

potfebnou k dal§imu Sifeni hlavni trhliny a jeji Sifeni se tak bud zastavi nebo vyrazné
zpomali, coZ je samoziejme ve veétSin€ piipada zddouci.



3  Zakladni pojmy

Obecny koncentrator napéti

Obecné je singularni pole napéti v okoli singuldarniho bodu mozno zapsat ve tvaru o; = P

kde o je tzv. charakteristické vlastni Cislo singularity a 1-0 je potom exponent singularity
napéti. V piipadé ostré trhliny v homogennim materidlu, je tento exponent singularity roven
0.5. Jestlize se tento exponent lisi od této hodnoty, pak je napétovy koncentrator nazyvan
obecnym. V tomto piipadé miiZze byt vlastni ¢islo (resp. exponent singularity) libovolné ¢islo
z intervalu (0,1). Mlze byt obecné i komplexni, kde potom redlna ¢ast je z intervalu (0,1).

Priklady geometrickych konfiguraci davajicich za vznik obecnému koncentratoru napéti:

0 Trhliny a vruby s kofenem na rozhrani dvou riznych materialti (mohou byt situovany
pod obecnym thlem k rozhrani)

0 Trhliny na rozhrani
0 V-vrub

0 Obecné spojeni vice materiala (zahrnuje vSechny ptfedchozi piipady)

Mat. 1 Mat. 2

- X/ )
anisotropni EL, Ev, Ez, m
(ortotropni) VLT, V1z, VL, u

/6)

GLT; GTZ; GZL

[/ P N

ON-]

Obr. 1. Rtzné typy obecnych koncentratorii — trhlina konéici na rozhrani dvou riznych materialt,
trhlina podél rozhrani, vrub, V-vrub a obecny vice-materialovy vrub.



Teorie komplexnich potencialii:

Lechnického formalismus je nejstar§im a nejpouzivanéjSim formalismem v inzenyrské praxi
pouzitelny pro popis rovinné deformace anisotropniho prostiedi - [40], [41], [42] a [43].
Tento formalismus je vlastné zobecnénim Muschelishvilliho teorie komplexnich potenciala
[55] v rovinné isotropni pruznosti, ktera predpoklada, Ze napéti jsou zavislé pouze na
soutfadnicich x; a x;. To znamend, ze ve vztazich, vychdzejicich z Lechnického teorie, se
vyskytuji slozky redukované matice poddajnosti. Opacna situace je v piipadé Strohova
formalismu, ktery vychazi z praci [13] a [73]. Strohtiv formalismus ptfedpoklada ze posuvy u;
(i=1, 2, 3) jsou zavislé pouze na soutadnicich x; a x, (osy souradného systému maji pocatek v
koteni trhliny). Diky tomuto ptedpokladu jsou v pfisluSnych vztazich pfitomny misto slozek
matic poddajnosti slozky matice tuhosti. Vyhoda Strohova formalismu spocivd v jeho
matematické eleganci a sile pii feSeni 2D anisotropnich elastickych problémd.

V pripadé obecné rovinné anisotropni pruznosti je nezbytné uvazit vSechny slozky tenzoru
napéti 1 deformace. Kazdy anisotropni material mtize byt charakterizovan tfemi komplexnimi
&isly 14 (i=1, 2, 3) a jejich komplexné sdruzenymi proté&jiky. Cisla z; jsou vlastni ¢isla matice
3%3 jejiz elementy zavisi na materialovych elastickych vlastnostech. Vyznamné zjednoduseni
1ze provést, ma-li matice tuhosti (nebo poddajnosti) roviny symetrie (jak je tomu napf. u
ortotropnich materidll). V takovém piipadé je pocet charakteristickych materialovych
vlastnich ¢isel redukovdan na dvé a nenulové slozky tenzoru napéti (¢i deformace) jsou
redukovany na pouze o, or ¢;, kde i,/ =1,2.

Singulérni pole napéti a deformaci v okoli kofene trhliny je uZzitetné vyjadfit jako funkce
polérni soutadnice r aé
u =Hrig(0), o,=Hr"f0), (1)

kde o je charakteristické vlastni ¢islo dané singularity, které obdrzime feSenim singulédrniho
problému vlastnich ¢isel. Zobecnény soucinitel intensity napéti H zavisi na vnéjSim zatizeni
celého télesa.

Zobecnény faktor intensity napéti (GSIF):

V ramci linedrni-elastické lomové mechaniky, je napétové pole v okoli obecného
koncentratoru (pro obecny piipad zatizeni)napéti mozné zapsat v ndsledujicim tvaru:

H L H ] :
i =Tlﬂfij (¢,a,$,5,,0)-r" 1+T;fij1 (4.0.8.6,.0)-r*" +..+T5,6,+0(r").  (2)

Rozvoj (2) se nazyva Williamsiv asymptoticky rozvoj pro napéti [1]. Prvni dva ¢leny
jsou singularni (obecné jich mize byt vice nez jeden). Amplituda singuldrniho ¢lenu se
nazyva zobecnény soucinitel intensity napéti (Generalized Stress Intensity Factor — GSIF) a
oznacuje se jako H; nebo H,. Zde, H; odpovida zobecnénému souciniteli silnéjsi singularity a
H, slabsi singularité (poznamenejme, ze H; odpovida souciniteli intensity napéti K; pro
trhlinu v homogennim télese, kde se charakteristické vlastni Cisla 6; a o, rovnaji 1/2).
Proménné r a @ oznaduji polarni soufadnice, T je T-napéti a O(+°) jsou &leny vyssich fada,
kterou jsou zanedbatelné vzhledem k ptfedchozim pro r—0.
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T-napéti:

T-napéti je nesingularni clen ve Wiliamsové asymptotickém rozvoji (2) oznaceny jako T.
Predstavuje napétovou slozku oy, plisobici rovnobézné s lici trhliny. Tento ¢len neni zavisly
na vzdalenosti od kofene trhliny (na polarni soufadnici ). T-napéti je druhym lomovée
mechanickym parametrem ve dvou-parametrové lomové mechanice, ktery pievazné
charakterizuje vliv geometrie télesa a mize byt pouzit pro popis constraint efektu u kotene
trhliny. T-napéti mize byt tahové (kladné) nebo tlakové (zaporné). Jeho hodnota se méni s
aplikovanym zatizenim, geometrii vzorku a je rovnéz zavislé na okrajovych podminkéch.
Jelikoz mize vyznamné ovlivnit lomové mechanické chovani napétového koncentratoru, je
nezbytné mit k dispozici néjakou vhodnou metodu pro jeho vypocet. Nékteré z nich jsou
zminény v kapitole 5.1.3 s pfislusnymi odkazy na literaturu.
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4  Formulace problému

Aby bylo mozné popsat lomové-mechanické chovani studovaného obecného koncentratoru, je
nejdiive nutné vySetfit napétové pole a nasledné¢ definovat vhodné lomové kriterium.
Jmenovité je nutné provést nasledujici kroky:

&V prvnim kroku je nezbytné ziskat charakteristické vlastni ¢isla dané singularity, které¢
jsou v piipadé obecného koncentratoru rizné od 1/2. V literatufe je mozné nalézt
nékolik piistupti pouzitelnych pro analyzu singularity. V pfipad¢ isotropnich materiala
je mozné pouzit analytické feSeni navrzené¢ Williamsem a prezentovaného napi. v
praci [56]. AvSak tento pfistup neni pfili§ vhodny pro ptipad spojeni vice jako dvou
materiall, pfedevS§im potom obecné anisotropnich materidll. Je to proto, ze toto feSeni
by vedlo na dlouhé analytické vyrazy, se kterymi by bylo velmi naro¢né pracovat. Z
tohoto divodu je lepsi aplikovat nékterou ze semi-analytickych metod zaloZzenych na
teorii komplexnich potencidlii a Strohové formalismu, které dany problém znacné
zjednodusi.

& Ve druhém kroku, je tieba urcit rozloZzeni pole napéti v okoli obecného koncentratoru.
Tento krok je defakto spojen s prvnim krokem. To znamend, ze jakmile nalezneme
ptislusné vlastni ¢isla dané singularity, 1ze spocitat (stejnou metodou) i vlastni vektory
popisujici rozlozeni napét'ového pole v okoli trhliny.

& Ve tretim kroku, je nutné pro danou konfiguraci urcit amplitudu singularniho ¢lenu ve
Williamsové asymptotickém rozvoji pro napéti (2) (Zobecnény soucinitel intensity
napéti - GSIF). Je to dulezity lomové-mechanicky parametr, ktery obsahuje informaci
o zatézovacich podminkach. K zptfesnéni lokalniho pole napéti by dale mohlo vést
uvazeni T-napéti. V mnoha ptipadech totiz mize vyznamné ovlivnit vysledné lomové-
mechanické chovani soucasti. Zobecnény faktor intensity napéti a T-napéti, mohou
byt vypocitany napf. pomoci kombinace MKP a metody dvoustavovych integralii
zaloZzené na Bettiho reciprocnim teorému. Pro stejny ucel l1ze pouzit s uspéchem téz
techniku spojité rozlozenych dislokaci.

& Ctvrty krok (ktery je defakto volitelny) zavisi na feSené materialové konfiguraci.
Zahrnuje ptipad, kdy je trhlina pfemosténa dlouhymi vldkny a cilem a potom
kvantifikovat mostici efekt a jeho vliv na aplikovany GSIF (vypocteny ve tfetim
kroku). Situace kdy je trhlina pfemosténa Ize velmi Casto nalézt napiiklad v riznych
laminatovych strukturach slozenych z nékolika vrstev obsahujici dlouhd vldkna, kde
pfipadnd trhlina v nékteré z vrstev mlize byt t€émito vldkny pfemosténa. Existuje-li
mostici efekt, potom by mél byt vzat do Uvahy, jelikoz mize vyznamné ovlivnit
stabilitu trhliny.

& V poslednim kroku je tfeba pro piislusny obecny koncentrator navrhnout vhodné
lomové kriterium. Jako nejvyhodnéjs$i se jevi pouziti kritérii zaloZenych na
energetickém pfistupu. Hlavnim cilem je navrhnout proceduru, ktera by umoznila
predikovat dalSi rozvoj hlavni trhliny pfipadné¢ chovani obecného koncentratoru.
Zejména tedy pljde o moznost ohybu trhliny podél rozhrani (jednoduchy nebo
dvojity) nebo penetraci hlavni trhliny pfes rozhrani do dal$iho materidlu. Je potom
zapotiebi posoudit vztah mezi t€émito dvéma piipady.

12



5 ReSersni studie z oblasti FeSené problematiky

S ohledem na feSenou problematiku (jak bylo uvedeno v pfedchozim oddile), bude tato
kapitola rozdélena do tfi hlavnich Casti, kterd bude zahrnovat reSerSni studii v oblasti
studovaného tématu. Hlavnim cilem je poskytnout informace o soucasném stavu vyzkumu a
nalézt vhodné techniky pro feseni definovaného problému.

5.1 Popis pole napéti v okoli obecného koncentratoru napéti
5.1.1 Analyza singularity

V prvni fazi analyzy pole napéti indukované¢ho obecnym koncentratorem napéti je nutné
nalézt vlastni ¢isla a vlastni vektory nélezejici dané singularité. Tyto vlastni ¢isla urcuji
exponent singularity napéti — fad singularity napéti ve Williamsové asymptotickém rozvoji
(2). Vlastni vektory urcuji tvar a rozlozeni pole napéti (viz funkce g(@), f(0) v (1)).
Poznamenejme, Ze v piipadé, kdy se vlastni hodnoty méni z redlnych na komplexni, mohou se
pti urCité kombinaci elastickych konstant a geometrie télesa vyskytnout vicenasobné vlastni
¢isla odpovidajici stejné vlastni funkci. Pro analyzu singularity jsou k dispozici dvé hlavni
kategorie numerickych metod — explicitni a implicitni metody - [59]:

a) Explicitni metody

Odvozuji explicitni tvar rovnice pro vlastni ¢isla singularniho problému — kofeny této rovnice
jsou vlastni ¢isla singularniho problému. Analytické feSeni bylo navrzeno napi. Williamsem a
Westergaardem a pouZito v pracich [24] ¢i [56] pro feSeni problému trhliny koncici na
rozhrani v isotropnich prostfedich. AvSak z praktického hlediska je toto feSeni omezeno
pouze na isotropni materidly (nebo velmi specidlni pfipady anisotropie) a v soucasné dob¢
pouze na problémy maximalné tri-materialniho vrubu. Jak jiz bylo zminéno je to ztoho
divodu, Ze toto feSeni vede na dlouhé analytické vyrazy se kterymi se velmi problematicky
pracuje. Pro bimateridlovy piipad autofi v [11], uzitim podobnych technik, obdrzely explicitni
tvar vlastni rovnice pro vlastni ¢isla. V praci [90] zahrnuje explicitni tvar vyrazu pro vlastni
rovnice pro tri-materialni feseni piipad uni a bi-materialni. Rovnice pro vlastni ¢isla byla opét
odvozena jako determinant matice 2x2. Jeji kofeny se hledaji na dané oblasti komplexni
roviny. Jak bylo uvedeno ve vyse uvedenych pracich, vyrazy pro tri-materidlovy vrub zabiraji
15 stran a pracovat s nimi je ruéné témeét nemozné a v pripadé 4-materidlového je rozséhlost
vyrazi takova, ze i zpracovani pomoci symbolickych matematickych softwar je obtizna.
Proto je tieba pouZit jiny pfistup zaloZzeny na semi-analytickém feSeni.

- L.E.S. metoda

Metoda je nazvdna po Lekhnitském [43], Eshelbym [13] a Strohovi [73], ktefi zavedli
komplexni potencidly pro anisotropni télesa. Komplexni potencialy formalné spliiuji rovnice
rovnovahy, kompatibility a zdkony pruzné deformace, avSak specificky tvar rovnice je
dosaZzen splnénim okrajovych podminek. Napéti o;, posuvy u; a vysledna sila 7; podél
poloptimky vedouci z poc¢atku soufadného systému je mozné zapsat v nasledujicim tvaru:

o =H-r*" fl(l9,) , U =H-r° -gi(ﬁ,...), -T =H-r° -Fl’.(@,...), 3)

kde f;(0.,...), gi(0,...) a Fy(0,...) jsou funkce polarni soufadnice 6, materidlové elastické
vlastnosti (dané matici materidlové tuhosti), dale potom charakteristickych vlastnich ¢isel
materidlu y; (viz kapitola 6.1.1), a hlavné¢ hledaného exponentu singularity napéti
(charakteristické vlastni Cislo singularity 8). Zplsoby jak nalézt komplexni &isla u; byly
navrzeny Lekhnitskym [43], Eshelbym et al. [13] a shrnuty v praci Suo [74].

13



Prepokladame-li perfektni spojeni mezi dvémi sousednimi materidly a aplikace pfislusné
okrajové podminky (shodné posuvy u; a vysledna sila 7; podél rozhrani spojenych materiald a
nezatizené lice trhliny) dostdvame systém systém 4N homogennich linedrnich rovnic [12] (N
je pocet materidlit). Tento systém lze zkracen€ zapsat v ndsledujicim tvaru:

K(o)v=0, 4)

kde pro netrivialni feSeni vSechny rovnice musi byt linedrné zavislé, tj. determinant matice
soustavy K musi byt nulovy (det(K)=0). Z této podminky dostdvame nelinearni rovnici jejiz
koteny jsou hledanymi charakteristickymi exponenty singularity 6. Redlna ¢ast nejmensiho
kotene z intervalu (0,1) definuje exponent singularity (5;-1) — viz (2).

- Metoda prenosovych matic:

Procedura piivodné navrzena Tingem [80], [81], je efektivnim néstrojem pro charakteristiku
nedegenerovanych anisotropnich vice-materialovych vrubt. i-ty materidlovy klin zabira vyse¢
01 <0<w,i=1...,N(viz Obr. 1). Mezi materialy je uvazovano dokonalé spojeni. Je
uvazena okrajova podminka pevnych nebo volnych vnéjsich licti. ReSeni je mozno psat ve
zkrdceném tvaru uzitim komplexni proménné z,=x+ pux2 =r(cos0 + p,sinB)=r,(0):

w(r,0)=r’XZ’(6)q, (5)
kde w'(,0) = [u(r,0),® (r,0)]", u znadi vektor posuvii a @ je vektor funkce nap&ti. p,, jsou tfi
rizné komplexni Cisla s kladnou imaginarni ¢asti, které obdrzime jako koteny charakteristické
rovnice

det [cilkl +p (anz T Ciop ) + pzci2k2:| =0. (6)
ciin je tensor elastickych konstant, tj. 6;; = cjuur1, matice X a Z jsou definovany jako
A A] , |l&) o )
X= — | 7° = — ’
L L 0 <;f>

kde A a L jsou matice dané L, = 4, (¢,p) + PoCiorz ) » Aka znadi vlastni vektor odpovidajici
vlastni hodnoté p,, pruh znac¢i komplexni sdruzenost. <é’ f> :diag[é’ 2,620,078 ] 6€(0,1) je

charakteristické vlastni &islo singularity, q" = [V, ?]T je odpovidajici vlastni vektor, ktery lze

ur¢it az na multiplikativni konstantu. Je-li 6 redlné c¢islo, potom v =V. Tingova procedura
vyuzivd pienosovych matic, které prendsi funkce slozek vektoru posuvi a napéti z jedné
hrany materidlového vrubu do druhého. Uzitim podminek spojitosti zavedenych hypotézou
dokonalého spojeni mezi vruby, wi(r, ®; ) = w(r, ®)(i =1, ... ,N—1), a pfenosové matice
pro kazdy vrub, Ize snadno dopét k vyrazu pro cely vice-materidlovy vrub, ktery dava do
vztahu proménné mezi jeho vnéjsimi lici (o a wy):

{UN(r,a)N)}_ KS\I,) K(;) {ul(r,a)o)} (8)
(DN(”,C’)N) KS) K%) (I)l(’”aa’o) ,
kde Ky je vypocitan soucinem sekvence po sob¢ jdoucich pienosovych matic E; vSech
materialovych tseku:
S -1
K,=E, E, -.E, E, E=XZ(0)[2 ()] X' 9)

Je dobré poznamenat, ze Tingova procedura piimo vede na systém linearnich rovnic o
velikosti 3x3 nebo 6x6, bez ohledu na poCet materiali N, narozdil od tradicni analytické
procedury vedouci na systém linearnich rovnic o velikosti (6N X6N).
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- Technika spojite rozloZenych dislokaci

Tuto techniku Ize pouzit pro modelovani libovolnych trhlin (otevienych ¢i uzavienych) [19].
Je zaloZzena na tzv. Buecknerové principu. Hlavni mySlenkou je pouzit superpozici
napétového pole pritomného v télese bez trhliny, spolu s neznamou distribuci hranovych
dislokaci zvolenou tak, aby lice trhliny byly bez zatizeni. Jinymi slovy, trhlina je modelovéana
pomoci spojitého rozloZeni hranovych dislokaci podél trhliny s jistou disloka¢ni hustotou,
kterd je na pocatku nezndma a musi byt urena. Cilem je sestavit integralni rovnici, kde se
prislusné fundamentalni feseni pro izolovanou dislokaci integruje podél lice trhliny (dislokace
jsou rozloZeny s jistou dislokaéni hustotou). Resenim této Fredholmovy integralni rovnice je
potom neznamd dislokacni hustota. Nalezneme-li tuto hustotu rozloZeni dislokaci, miZeme
potom vypocitat libovolnou veli¢inu (napéti nebo posuvy) v okoli kofene trhliny. Lze rovnéz
ur¢it GSIF nebo T-napéti.

rozhrani rozhrani rozhrani

M2 M1 M2 M1 M2 M1

y
— J PR | || —
0

; X ; X ; X
a) b) c)
Obr. 2. Modelovani trhliny pomoci CDD techniky: a) trhlina kolma na bi-materialové rozhrani; b)
Izolovana dislokace v polo-nekonecné roving; c) Pole dislokaci rozlozenych podél roviny trhliny s
jistou dislokac¢ni hustotou.

Na zéklad¢é prace Suo [74] je mozné psat napétové slozky pole napéti ( 6;) indukované
jednou izolovanou dislokaci s Burgersovym vektorem b; umisténym v bodé (xy,yg) Vv
nekone¢ném anisotropnim bi-materialu v nasledujicim tvaru:

o (%.7) :__zLj; P Y| Gt~ |emr 4 |icc,ze2 o)
B Zon_gﬁ 4 _got

Gll Xy __Z zon aZ{ M”

kde indexy / a Il znai materidly 1 a 2 a C.C. vyraz komplexné sdruzeny k ptedchozimu.
Matice L a M obsahuji informace o bi-materidlovych elastickych vlastnostech a p, jsou
charakteristické materialové vlastni ¢isla—viz [74].

+C.C, zel (11)
(x_g[}

Zaved'me lokalni hustotu Burgersova vektoru f; v néjaké pozici (x=0,y) a definujme
do=fi(v,)dy,, (12)

kde di je elementarni Burgersiiv vektor mezi yy a yp+ dyy . Integraci (10) podél celé trhliny
obdrzime integralni rovnici pro napéti indukovana dislokacni hustotou f; v misté (0,)):

Gl

i

Vi i Py fk( ) Yo 1 fk Y,)dy, (13)

k — . (e
ZL Z G M| ,,j +M! j +CC
a —71.); yo —®© yu

15



Asymptotické pole napéti v okoli kotene trhliny je mozné modelovat pomoci (13) s dislokaéni

hustotou f; :

-5
S ) =H-v,(-»,)"s »,<0 (14)

kde 6 je charakteristické vlastni ¢islo singularity, které hledame, v, jsou slozky odpovidajicich

vlastnich vektorii a H je zobecnény soulinitel intensity napéti. Dosazenim (14) do (13),

integraci a aplikaci okrajovych podminek nezatizenych lict trhliny obdrzime:

o

—ir \7®
Req| DD LLG M, L—p—zj cse(nd) -3, cot(md) [tv, =0 = D(8)-v, =0 (15)
a B p

Vlastni ¢isla 6 jsou vypocteny z charakteristické rovnice pro vlastni ¢isla:
det[ D(8)]=0 (16)

Potencialy pro interakci hranové dislokace s rozhranim dvou anisotropnich materialti lze
obdrzet zavedenim standartnich analytickych parametrii spojitosti podél rozhrani jak je
popsano napt. v pracich [74] a [75]. Tyto prace popisuji vliv ptitomnosti dalSich singularit
(jako napt. bimateridlového rozhrani) na feSeni pro izolovanou dislokaci v nekonecné
homogenni roving.

b) Implicitni metody

Tyto metody nevedou k uzavienému tvaru rovnice pro vlastni ¢isla, jsou pomalejsi, avSak
mohou byt pouzity rovnéZ pro anisotropni materidly a vice-materidlové vruby. K dispozici je
napiiklad metoda zalozena na variacni formulaci feSené problematiky [38]. Hlavni myslenkou
je nahradit klasickou formulaci, formulaci varia¢ni zkonstruovanim funkcionélu ve tvaru tzv.
sesqulinearni formy [59]. Klasicka aproximace pro nalezeni minima funkcionalu uzitim FEM
vede na homogenni systém algebraickych rovnic pro vlastni ¢isla a vlastni vektory. Jinymi
slovy, problém nekone¢nych rozmért je preveden na diskrétni.

5.1.2 Prehled odkazi zamérenych na vypocet GSIF

Dalsi faze analyzy pole napéti sestdvd z vypoctu zobecnéného soucinitele intensity napéti-
GSIF (parametr H ve (2)). Existuje nckolik pfistupi pro jeho vypocet. Jeden
z nejjednodussich je zalozen na porovnani numerickych vypocti pole napéti (nebo posuvit)
pted kotenem trhliny (napt. pomoci MKP) s pfislusnymi analytickymi vyrazy pro napéti nebo
posuvy. GSIF je potom extrahovan pro »—0 — viz napf. prace [56], [83]. Tento pfistup je
nazyvan také jako “pfima metoda” a mize byt pouzit pro piipady, kdy je pfitomna pouze
jedna singularita. Pfesnost této metody je siln€¢ zavisla na velikosti elementl u kotene trhliny.
Cim vy$si piesnost je pozadovana, tim mensi elementy musi byt pouzity v okoli kofene. Tato
podminka mize proto vést k vysokym vypocetnim casim a neekonomicnosti tohoto pfistupu.
Poznamenejme jesté, ze soucinitel intensity napéti pro ptipad obecného koncentratoru napéti
nelze spocitat pomoci Zadné z integrovanych funkci v komerénim MKP softwaru (tyto
techniky jsou navrzeny pouze pro trhliny v homogennich prostfedich - [2]). Jisty post-
processing byl navrzen napt. v praci [4].

Dalsi, mnohem efektivnéjSi metoda, kterou lze s Uspéchem pro vypocet GSIF pouzit
(pfipadné 1 pro vypocet T-napéti) je zaloZzena na metodé dvoustavovych (interakénich)
integralll v kombinaci s MKP — napft. [12], [30]. Tato metoda umoziuje vypocet parametrii
lokalniho pole napéti v okoli kofene trhliny pouzitim deformacniho a napétového pole ve
vzdalenych bodech, kde jsou numerické vysledky obdrzené napiiklad z MKP analyzy
dostatecné piesné. Dvoustavové integraly, které jsou kiivkoveé nezavislé, jsou zaloZeny na J-
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integralu [15], [23] nebo M-integralu [16]. Fyzikalni vyznam M-integralu je interpretovan
jako rychlost uvolnéné energie s ohledem na jednotkovou expansi 2D kavity.

Aplikace dvoustavového integralu vyzaduje znalost tzv. pomocného feSeni ve tvaru vlastnich
funkci pfislusného singularniho problému [30]. Hodnotu dvoustavového integralu je mozné
vyjadfit v uzavieném tvaru z lokélniho pole napéti a deformaci a z pomocného feseni.

Pomocné feseni bylo nalezeno na polo-nekone¢né nebo konecné trhling, obecné koncici na
rozhrani dvou anisotropnich materidlii. Ve spojeni s popisem V-vrubil nebo dalSich obecnych
koncentratori je nezbytné poznamenat, Ze J-integral neni kiivkové nezavisly, takze nemiize
aplikovan pro vypocet zobecnéného souclinitele intensity napéti v téchto pripadech. Naopak
dvoustavovy M-integral je kiivkoveé nezavisly v pripadé V-vrubti [16].

GSIF mizZe byt rovnéz uréen pomoci tzv. y-integralu [12]. Tato metoda, ktera se jevi jako
velmi efektivni a je disledkem Bettiho recipro¢niho teorému. Hlavni vyhoda tohoto integralu
spoCiva v jeho nezavislosti na integracni cesté rovnéz pro vice-materidlové vruby v
anisotropnich prostiedich [72]. Reciprocni teorém pruzné statickych stavt tika, ze kazdé dva
integraly podél dvou rGznych integracnich cest se musi rovnat, tzn. musi platit nésledujici
rovnice:

J.rl(aif n; ‘u; —G; n; -ul.)dS = (ZU n; ‘u; —0';. n; -Ul.)dS. (17)

I
Zde, T'| je integracni cesta obklopujici koten trhliny s polomérem r;—0, I'; je libovolna
vzdélena integracni cesta s koneCnym polomérem, kde presnost FE analyzy napétového a
deformacniho pole je dostatecné vysoka a n; je normala sméfujici z poc¢atku SS (viz Obr. 3).

Obr. 3. Integracni cesty obklopujici singularni bod.

o;; a u; je singularni pole napéti a posuvtl, které je integrovano spolu s pomocnym polem oy ",
u; na kiivee T'; a to samé pomocné FeSeni je integrovano spolu s polem napéti a deformaci
ziskaného z FE analyzy - 3j; a U; na kiivce I',. Pomocné feSeni je navrZeno tak, Ze integral
podél piislus§né dréhy je kone¢ny. Hledany GSIF je zahrnut v singularnim poli oj; a u; a proto
jej lze vytknout pied integral a numericky vypocitat. Jak singularni tak pomocné feSeni 1ze
obdrzet bud’ néjakou explicitni metodou a FE feSeni napéti a deformaci uzitim néjakého z
komer¢nich MKP softwart.

5.1.3 Popis nesingularniho pole napéti

Nesingularni ¢len ve Williamsové asymptotickém rozvoji pro napéti — T-napéti — je Casto
zanedbavan. Je-1i vSak snahou popsat napétové pole v okoli kofene trhliny co nejptesnéji,
méla by mu byt vénovana stejna pozornost jako zobecnénému souciniteli intensity napéti. Je
dobie zndmo, ze T-napéti spolurozhoduje o velikosti plastické zony - u kovl, ptipadné
velikosti oblasti mikrotrhlin — u kiehkych materialii a keramik. T-napéti ma rovnéZ vyznamny
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vliv na pocéatecni thly $ifeni trhliny u kiehkého lomu [52]. Obecné, numericky vypocet T-
napéti vyzaduje opatrné zachéazeni, kvili jejich poloze v okoli singularnich bodl. Uzavieny
tvar feSeni pro T-napéti v rovinné pruznosti trhlin u homogennich materiali je mozné najit
naptiklad v praci [27]. AvSak pro piipad obecného koncentratoru napéti mize byt toto feSeni
komplikované nebo dokonce nemozné. Existuje mnoho dalSich metod pro vypocet T-napéti v
ptipadé napétovych koncentratori v homogennich materidlech [67], avSak mnoho z nich
selhava pouzijeme-li je na pfipad obecného koncentratoru napéti. V téchto ptipadech je zde
nékolik moZnosti a pfistupi jak 1ze T-napéti urcit:

Vypocet T-napéti uzitim MKP

Odhad T-napéti uzitim MKP analyzy je mozny s pomérné dobrou piesnosti pro trhliny v
homogennich materidlech. Avsak v pfipadé¢ obecnych koncentratori se stdva tato analyza
diskutabilni a to pravé diky pfitomnosti nespojitosti materialu na rozhrani. Tento piistup lze
tedy pouzit pouze jako prvni aproximaci, avSak nikoliv jako pfesné feSeni. T-napéti je pomoci
této metody odhadovano jako napéti ve sméru lict trhliny ve vzdalenosti »—0 od kofene
trhliny. Odhad je siln€ zavisly na zjemnéni sité v okoli kotfene trhliny.

Vypocet T-napeti uzitim krivkovych integralii

Vypocet T-napéti v anisotropnim linedrné elastickém télese je prezentovan v ¢lancich [88] a
[76]. T-napéti je zde pocitano uzitim kiivkoveé nezdvislého integralu a Bettiho recipro¢niho
teorému. Pro urCeni T-napéti je nutné pouzit specidlni pomocné feSeni pole napéti a
deformaci pro trhlinu zatizenou momentem pusobicim okolo osy x; v kofeni. Pouzijeme-li
Strohliv formalismus v anisotropni pruZnosti, analyticky vyraz pro T-napéti se odvodi
v kompaktnim tvaru, ktery ma piekvapiveé jednoduchou strukturu zalozenou na Barnett-Lothe
tensoru, L. Prezentovany jsou rovnéz tvary tohoto feSeni pro pfipady degenerovanych
materialii, monoklinickych, ortotropnich a isotropnich materiali. Veskera publikovana teorie
je vSak pouzitelnd pouze na piipady trhlin v homogennich materidlech. V piipad¢ obecného
koncentratoru napéti neni aplikace J-integralu moznd, jelikoz je pro tyto ptipady kiivkové
zavisly. Proto je nezbytné pouzit jiny kiivkoveé nezavisly integral, jakym je naptiklad -
integral, jenz byl definovan v pfedchozi kapitole pro vypocet zobecnéného soucinitele
intensity napé€ti. OvSem v tomto piipad¢ je nejdiive nezbytné zkonstruovat vhodné pomocné
feSeni.

Vypocet T-napéti uzitim CDD techniky

Broberg ve své praci [6] navrhl k vypoctu T-napéti vyuziti dislokac¢nich poli. Vypocet T-
napéti touto metodou vede na Fredholmovu rovnici, kterou Ize fesit velmi piesné a poskytuje
pfesnéjs$i hodnoty T-napéti nez napt. klasicka MKP. Aplikace této metody vSak vyzaduje
urCeni feSeni pro dislokaci na pomérné slozité oblasti. Takovy pfistup je neekonomicky, ale
existuji strategie, které¢ lze pro zvladnuti tohoto problému pouzit. Tato strategie zacina
s dislokaci v neporuseném nekonecném télese, kde se ur¢i napéti vznikld podél néjaké 0Q
povazovanou za hranici kone¢ného télesa. Zavedenim takového zatizeni podél 0Q, které
neguji napéti plivodné nalezené a feSeni napéti podél dislokacni roviny (napf. uzitim MKP),
1ze odvodit regularni ¢ast feseni pro dislokaci v konkrétni konecné oblasti [33].

Modelovani konecné trhliny kolmé na bimateridlové rozhrani a koncici pfed rozhranim ve
vzdalenosti b, je prezentovano v pracich [26] a [87]. Pouzita je zde technika spojité

rozlozenych dislokaci. Materialy jsou uvazovany jako isotropni. Druhy zminény c¢lanek
rovnéz porovnava vypocet faktoru intensity napéti pro kone¢ny a nekonecny problém.
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5.2 Problém premosténi trhliny

Vldknové kompozity na bazi keramik maji slibny potencial napt. pro vysokoteplotni aplikace.
Pti tahovém zatizeni kompozitu ve sméru vladken miize matrice praskat ve sméru kolmém na
vldkna, avSak napéti piidruZzené poruseni matrice muze byt zna¢né vyssi nez kritické lomové
nap¢ti nevyztuzené keramiky. Navic, s neporusenymi vlakny, mize kompozitni materil
pokraCovat v pfenaseni zatizeni az do okamziku dokud nedojde k poruseni samotnych vldken.
Ve c¢lanku [9] jsou studovany kritické podminky pro vznik rozSifeni praskani matrice v
analytickém tvaru dle teorie lomové mechaniky. Uvazovany jsou zde dvé odlisné situace
tykajici se rozhrani vlakno/matrice: (i) nespojené vlakno vdzané v matrici tepelnou nebo jinou
deformaci avSak dovolujici prokluz se tfenim, a (ii) vlakna, ktera jsou slabé spojena s matrici,
avSak mohou byt oddéleny napétimi blizko kotfene rozsitujici se trhliny v matrici. Vysledky
zobeciiuji teorii Avestona-Cooper-Kellyho [3] pro piipad (i).

5.2.1 Zobecnény mostici soucinitel intensity napéti

Ke kvalitativnimu vyjadfeni vlivu mosticich vldken na vysledné pole napéti, je zapotiebi
vypocitat hodnotu tzv. zobecnéného mosticiho soucinitele intensity napéti Hp,. vyvolaného
mosticim napétim. V disledku potom lokalni zobecnény faktor intensity napéti Hy;, plisobici
v blizkém koteni trhliny je niz8i nez aplikovany faktor intensity napéti H,,, vypocteny pro
neptemostény piipad (H,=Happ -Hp). Jednou z moznych cest jak vliv pfemosténi do feSeni
zahrnout Ize nalézt napt. v [34] nebo [54]. Ptispévek [34] se tyka teoretické a experimentalni
analyzy pfemosténé trhliny pro piipad chevron vzorku (kompozit se sklenénou matrici
vyztuzenou dlouhymi SiC vlédkny) s pfemosténou trhlinou zatizeného tfi-bodovym ohybem.
Lomova houzevnatost (K;c) je urCena uzitim techniky chevron vrubu a porovnéana
s teoretickymi predikcemi zaloZenymi na mikromechanické analyze vyuZivajici véhové
funkce. Zobecnény mostici soucinitel intensity napéti je potom vypocitdn pomoci
nasledujiciho vztahu

H, = [W(y.h) o, (»)dy, (18)

kde W(y,h) je zminéna vahova funkce, kterou lze obdrzet numericky pomoci FE analyzy jak
bylo navrzeno naptiklad v [66]. Vahova funkce zdvisi na geometrii soucasti, avSak je
nezavisla na aplikovaném zatizeni. Soucinitel intensity napéti v ptipad¢ chevronového vzorku
je zde pocitan pro liniové zatizeni na licich trhliny. Zatizeni je aplikovano v riznych pozicich
mezi vrcholem Chevron vrubu a kofenem trhliny, z ¢ehoz nasledné vypocitdme celou
vahovou funkci. Tato technika mize byt modifikovana pro feSeni rovinnych problému trhlin
uzitim dvojici isolovanych sil misto liniového zatizeni.

Mostici napéti 6, 1ze vypocitat uzitim rekurentnich vztahti a ptislu§ného mosticiho modelu,
jak bylo prezentovano napiiklad v ¢lanku [34]. V praci [14] lze nalézt proceduru, kterd
umoziiuje uréeni mosticiho napéti z naméfenych R-kiivek. Jakmile véhovou funkci
vypocitame, lze potom vypocitat i zobecnény faktor intensity napéti Hj. (integraci pies
premosténou délku trhliny /) a tudiz i lokalni GSIF H,;,. Aplikovany soucinitel intensity
napéti H,,, lze vypoclitat na t€lese bez piemosténi trhliny napf. pomoci techniky
dvoustavovych integralti — viz kapitola 5.1.2.

Problém piemosténi trhliny muize byt rovnéz tfeSen efektivné pomoci techniky spojité
rozloZenych dislokaci (CDD). Tato technika vede na Fredholmovu integralni rovnici, kterou
lze teSeni velmi efektivné za pomoci napf. Galerkinovy metody. Pro bimateridlovy
poloprostor viz Obr. 2, 1ze feSeni nalézt na zakladé dosavadnich poznatkd Choi a Earmmeho
ve [28], ktefi studovali singularity v anisotropnich trimateridlech. Integralni rovnici
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dostaneme zvolenim takového rozlozeni dislokaci, které spliiuje podminky zatizeni podél lice
trhliny a oblasti pfemosténi:

(Im(A”M” ))

d
o ﬁyyO);v e [ Ny () (0)dy, = () 18,0, (0())  (19)
—h 0 —h

Zde, Ny jsou regularni jadra na zvoleném intervalu [-4,0] (podél trhliny), o' ( y) znaci

negovana napéti v x=0 produkovana danym zatizenym na hranici, plisobicim na hranici 0Q,
avsak na télese bez trhlin a dislokaci. o3, je mostici napéti jako funkce posuvu horniho lice
trhliny. fi(v,) je nezndma disloka¢ni hustota, kterd musi byt nesingularni na otevieném konci.
Integralni rovnice mtize byt feSena uzitim Gaussovy-Jacobiho kvadratury. Jakmile je
dislokaéni hustota fi(y,) nalezena, posuv horniho lice trhliny v(y) je rovnéz zndm a z

o, [v( y):|, plyne mostici napéti jako funkce pozice na lici trhliny. Po vypoctu mosticiho

napéti a dislokacni hustoty, lze vypocitat 1 libovolnou slozku napéti pred celem trhliny.
Nasledné vysledny lokalni zobecnény faktor intensity napéti obdrzime jako nasledujici limitu:

H, =lm rc, (r,0=7/2) (20)

tip r—0
5.2.2 Mostici modely

Pro vypocet mosticiho napéti nebo uzaviraciho efektu u trhliny, musi byt definovan nejdiive
prislusny mostici model. Mostici modely obecné popisuji vztah mezi posuvem horniho lice
trhliny a mosticim napétim. V literatuie je mozné nalézt n¢kolik riznych modelt popisujici
chovani v zavislosti na COD. V nasledujicim obrazky jsou schematicky zndzornény nékteré
mozné vazby mezi vlaknem a matrici:

T

Pfemosténi s Premostem s tfenim meZ| Elastické
vytahovanim vldknem a matrici premosténi

c)
Obr. 4. Rozhrani vlakno/matrice: a) dekoheze vlakna a matrice; b) tfeci vazba mezi vlaknem a matrici;
c¢) charakteristické oblasti pfemosténi a odpovidajici typy vazeb mezi vlaknem a matrici.

Model pfemosténi (Budianského model) uvedeny v pracich [3], [7], [9] a [47] uvazuje do
jisté vzdalenosti od Cela trhliny prokluz mezi vldknem a matrici dany hodnotou smykové
resistence prokluzu t a predstavuje spojité rozlozeni mosticich ,,pruzin“, kde plati nasledujici
kvadraticky vztah mezi mosticim napétim a otevienim trhliny:

C br(y) ’

kde v(y) je posun horniho lice trhliny (polovicni hodnota otevieni trhliny) jako funkce
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soufadnice y (Obr. 4) a soucinitel £ je definovan dle néasledujiciho vztahu:
1/2
| 4cEE’r

R(1-c, )2 E’ (22)
Er a E;, jsou Youngovi moduly pruznosti vldken a matrice, E — Vysledny Youngtv modul
kompozitu ve sméru vlaken, cf — objemovy podil vldken, R — polomér vldken a t jiz zminéna
smykova resistence prokluzu mezi vlaknem a matrici. Tento jednoduchy model pfemosténi
predpoklada, ze hodnota pevnosti vlaken ma jednu konkrétni deterministickou hodnotu cor a
preruSeni vldken tak nastane, kdyZ mostici napéti dosdhne hodnoty ¢ = ¢, oor. Diky prokluzu
mezi matrici a vldknem se napéti ve vldknu rozlozi linedrné od stfedni roviny trhliny, kde
bude jeho hodnota maximalni. Pfedpoklad jedné konstantni hodnoty pevnosti vladken tak
nutn¢ vede k zdvéru, ze se vldkna musi poruSit v této stfedni roviné. Naslednd predikce
houZevnatosti kompozitu, tak miize byt zbyte¢né¢ na konzervativni strané, tj., ze ve
skutecnosti by k poruseni vldken doslo az pfi mnohem vét§im napéti. Divodem je rozptyl v
tahové pevnosti vldken, ktery muze s vétsi pravdépodobnosti zapfi€init prasknuti vldken
uvnitf matrice nez na licich trhliny, a vede tak k vytahovani vlaken se tfeci vazbou
vladkno/matrice a ke kone¢nému pferuseni Gc¢innosti dané¢ho vldkna tak dojde az po jeho
uplném vytazeni z matrice. Tyto skuteCnosti vedou nasledné k vyS$i pevnosti daného
kompozitu. Je zfejmé Ze vlakna pfetrzend uvniti matrice stale prispivaji k mosticimu napéti az
do doby nez jsou z matrice uplné¢ vytazena. Relativni ptispévek samotnych vlaken, ktera
pusobi jako elastickd vazba mezi lici trhliny a téch co jsou pfetrzeny uvnitf matrice a
eventudlné vytahovany ven je analyzovan za ptedpokladu, Ze pevnost vlaken sleduje
statistick¢é Weibullovo rozdé€leni - viz [79]. Za tohoto pfedpokladu dostaneme explicitni
vyjadfeni priimérného napéti prendsené¢ho vldkny podél trhliny:

m+1 m+l1
6, =0, -exp —{G—I’é] +0,91l—exp —(j—’;j s kde o, (y)=pBYv(y), (23)

Cr 7

podil neporusenych vldken podil pretrzenych vldken
kde op je primérné napéti vyuZzité porusenymi vlakny vytahovanymi z matrice. Rozdéleni

1(m-+1)

pevnost vlaken je zavedeno pomoci parametru X = (m + 1) 0, ktery zahrnuje informace

o mechanickych (tahovych) vlastnostech vldkna danych Weibullovym modulem m a
charakteristickou pevnosti vldkna oo . Napéti prenaSené porusenymi vlakny vytahovanymi
z matrice lze vyjadiit takto:

2c¢,T )
/
o, =— h)y——|, 24
P (< ) 2) (24)
kde (k) je primérnd vzdalenost od mista poruseni vldkna k roviné trhliny - viz Thouless &
Evans [79]:
R X m+2Y) I 1 m+2 (25)
<h>: F( j:_ ml(m+1) F( j
2tm+1 \m+1 2(m+1) m+1

al je Gamma funkce.

Fyzicky to znamena, zZe je zde vzdy typicky jedna vada v délce vldkna /. o pevnosti o, kde /.
= Royr/t je dvojnasobna délka prokluzu pfi aplikovaném zatiZeni oy
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5.3 Problémy lomovych Kkritérii

Je velmi dobie znamo, ze zvySeni houzevnatosti laminatt ¢i kompoziti na bazi keramik mtize
byt dosazeno zavedenim slabého rozhrani mezi jednotlivymi vrstvami, ¢i matrici a vldknem —
viz [48]. Ohyb trhliny podél rozhrani potom vede Ze se trhlina otupi a v diisledku tento efekt
zvysi energii pozadovanou k dalSimu Sifeni trhliny. Pochopeni mechanismu ohybu trhliny po
rozhrani je tudiz nezbytny k definici napi. vhodné mezivrstvy a optimdlni houzevnatosti
rozhrani, které jsou nezbytné pro zajisténi tohoto jevu - [36]. K dosazeni tohoto cile 1ze pouzit
ruznych pfistupt.

Nespojitost v elastickych vlastnostech na rozhrani silné ovliviiuje chovani vyvoje rychlosti
uvolnéné energie v okoli kofene trhliny lezici v blizkosti rozhrani. V ptipadé silné singularity
(trhlina leZi v tuz§im materidlu a charakteristické vlastni ¢islo singularity mé hodnotu 6<1/2),
jsou rychlosti uvolnéné energie G,(/,=0), G4(//~0) pro trhlinu koncici na rozhrani nekonecné
a penetrace pies rozhrani ¢i ohyb na rozhrani tak mohou nastat pii libovolném konecném
zatizeni. Naopak potom, pfipad slabé singularity (trhlina lezi v m¢kéim materidlu, 6>1/2)
zpusobi, ze rychlosti uvolnéné energie G,(1,=0), G4(/;=0) pro trhlinu kon¢ici na rozhrani jsou
nulové a tudiz penetrace pies rozhrani ¢i ohyb trhliny na rozhrani nelze ptedikovat pro zddné
zatizeni. Toto je nevyhoda klasické diferencidlni teorie, kterou Ize s uspéchem pouzit hlavné
na ptipady trhlin v homogennich prostiedich, avSak nikoliv jiz pro ptipady trhlin §ificich se
v blizkosti néjakych rozhranich. Zminény problém nulové nebo nekonecné rychlosti uvolnéné
energie mize byt vyfeSen spomoci tzv. ,konecné¢ lomové mechaniky” - finite fracture
mechanics [49], kde misto nekone¢né malého pfirtistku uzijeme pfirtistek konecné délky. Na
nasledujicim obrazku jsou zobrazeny vyvoje rychlosti uvolnéné energie pro tii rizné piipady
—viz [49]:

ENERGY RELEASE RATE A ENERGY RELEASE RATE

Ml Sifeni  trhliny v Penetrace do M1 nebo
M2 materialu M2 ohyb na rozhrani

Sifeni  trhliny v Penetrace do M1 nebo

materialu M2 Gi) .' ohyb na rozhrani y G(1,)

Gulls)

p
,
< > >
% > Ll
ly Ul 1, lop Iy Iy la oy
LIGAMENT WIDTH / CRACK EXTENSION INTO M1 (/,) AND LIGAMENT WIDTH / CRACK EXTENSION INTO M1 (/;) AND
ALONG THE INTERFACE (/,) ALONG THE INTERFACE (/,)
2) b)

Obr. 5. Vyvoj rychlosti uvolnéné energie G(1), G,(1,), Gi(la), v zavislosti na pfiristcich trhliny (/, Z,,
ly): a) ptipad silné singularity (6 < 1/2 ; Ex<Ey,); b) ptipad slabé singularity (6 > 1/2 ; E;>Ey).

Prvni ptipad (leva strana obou graf) popisuje rychlost uvolnéné energie G/(/) trhliny, které se
bliZi rozhrani zleva s néjakou zbytkovou vzdalenosti od rozhrani / (Obr. 6.a). Na pravé strané
grafll vyjadiuji kiivky rychlosti uvolnéné energie G,(/,) a Gu(ls) kdy se trhlina rozsifi do
materialu M1 nebo se odchyli na rozhrani. Zminény problém s nekone¢nou nebo nulovou
rychlosti uvolnéné energie je odsud ziejmy.
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5.3.1 Analyza pomoci sdruZenych asymptotickych rozvoji

Asymptoticka analyza je U¢innym nastrojem pro odvozeni zmény potencialni energie
indukovanou rstem trhliny o néjaky konec¢ny pftirtistek délky — prace [37], [39] nebo [85].
Problém je feSen v ramci 2D linearni pruznosti. Jak je vidét z obrazku Obr. 6, jsou uvazovany
ruzné drahy trhliny (jednoduchy nebo dvojity ohyb podél rozhrani a penetrace do materialu
M1). Aby byla dodrZena platnost asymptotické analyzy, musi platit podminka /;, [, — 0.
Znamena to, ze pomér /,,/L <<1, kde L je charakteristicky rozmér hlavni trhliny. Je dobré
poznamenat, ze asymptoticky pfedpoklad malého pfirGstku trhliny ma za disledek ze
konstantni zatézovaci podminky nemaji zadny vliv na energetickou rovnovahu.

Nasledujici obrazek znazornuje 4 riizné dréhy trhliny v okoli rozhrani, které byly uvazovany
v ramci vySe zminénych praci. Trhlina bud’ dosahuje rozhrani se zbytkovou vzdalenosti /
(Obr. 6. a) nebo penetruje do materidlu M1 s pfirtstkem /, (Obr. 6. b) nebo je odchylena
podél rozhrani o ptirtstek /; (jednoduSe nebo dvojité — Obr. 6. ¢, d) - [50], [49].

rozhrani rozhrani rozhrani rozhrani
M2 L M1 M2 M1 M2 ! M1 M2 | Ml
I 1, ¥/ |
>-u-i >::::... >, d >_‘b l,
a) b) c) d)

Obr. 6. Drahy trhliny: a) Sifeni smérem k rozhrani (zbytkova vzdalenost /); b) trhlina penetrujici do
materidlu M1; ¢) jednoduchy ohyb trhliny; d) dvojity ohyb trhliny.

Konkurence mezi ohybem hlavni trhliny podél rozhrani a penetraci do zakladniho materialu
se posoudi dle velikosti dopliikové energie AW, kde smér Sifeni je ddn maximalni hodnotou
této energie. Ma-li trhlina penetrovat do zakladniho materiali namisto ohybu na rozhrani,
musi platit nasledujici podminka:

AW = Wy— GF Iy > AW, = W,— G, (26)

kde G je houZevnatost rozhrani, G;° je lomova houZevnatost materidlu M1 [15] a W je
zména potencidlni energie mezi piivodni a novou pozici trhliny. Zména potencidlni energie
oW mezi feSenim neporuseného stavu u,O(xl,xz) a poruSené¢ho u;(x;,x2) pro nezménénné
okrajové podminky (nezménéné aplikované zatizeni) je uzitim Bettiho teorému nasledujici:

oW = %}[(Gﬁ (”jg)”i u’-o, (”jo)”i ,,,j?)ds =KH’¢" +.., e<l, @7)

kde I" libovolna draha obklopujici kotfen trhliny a »; jeho normdla smétujici do pocatku.
Rozvoje na vnitini oblasti aproximuji zménu potencidlni energie oW pomoci faktoru K
(kfivkovy integral) zavisejicim na poruSeni zpiisobené malym ptirastkem trhliny /, 1y, I, , ktery
1ze spocitat pro dany ptipad pomoci MKP.

S pomoci asymptotické analyzy, He a Hutchinson [21] odvodily kritérium ohybu, které
porovnavaji pomér houzevnatosti rozhrani G;° s houzevnatosti penetrovaného materialu G,“.
Vysledek mize byt pouzit k uréeni rozsahu lomové houzevnatosti vztazeného k materidlové
houZevnatosti prostiedi, ktera zajisti Ze se trhlina odchyli na rozhrani. Clanek [20] navic
diskutuje vliv residudlnich napéti (zpiisobenych rtiznou tepelnou roztaznosti) na rychlost
uvolnéné energie pro piipad trhliny na rozhrani a penetrace trhliny. Pfistup uzity He a
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Hutchinsonem byl rozsifen uvdzenim anisotropie- [50] a potvrzen Tullockem et al. [82].
Martin el al. [49] vylepsil kriterium, které nevyzaduje zadny ptredpoklad tykajici se poméru
trhlinovych pfirtstkii. Schopnost rozhrani odchylit trhlinu je obycejné analyzovéna pomoci
konkurence mezi ohybem a penetraci pro ptipad stacionarni trhliny koncici na rozhrani pod
kolmym uhlem — napt.: [22], [39] a [49]. Problém trhliny kon¢icich na rozhrani pod obecnym
uhlem je potom feSen napt. v praci [21]. Postup feSeni pouzity v této praci je podobny nebo

vvvvvv

ptipadech jsou materialy na obou stranach rozhrani brany v uvahu jako elastické a isotropni.

5.3.2 Méreni lomové houzevnatosti rozhrani

Aby bylo mozné popsat zda se trhlina odkloni na rozhrani nebo ptekro¢i rozhrani, musime
znat velmi dilezitou mechanickou vlastnost — houZevnatost rozhrani-viz (26). Dle literatury
existuje mnoho metod jak tuto charakteristiku méfit pro rizné typy materidlovych konfiguraci
s rozhranimi. Houzevnatost rozhrani se zde méfi pro tenké filmy na substratech [84], kde
tloustka téchto filmii je uvazovana v rozmezi 30-30000 nm. V praci [91] je uzit test tii-
bodovym ohybem pro méfeni houZevnatosti rozhrani Si3sN4/BN kompozitu (Obr. 7 a)). Tuto
metodu lze modifikovat na zkousku ctyf-bodovym ohybem a potom lze méfit houzevnatost
rozhrani se smiSenymi mody [86]. Porovnani dalSich typti zkusebnich vzorkii pro méteni
houzevnatosti rozhrani je mozné nalézt v praci [58]. Navrzené vzorky jsou velmi vhodné pro
vySetfovani této charakteristiky v Sirokém rozsahu smiSenosti mdédd, na nichz je tato
charakteristika siln¢ zavisla.

Al203
TIIIIITTY

Al203

—_ Ny
Thin Film I h
J L 2a '!
| Substrate
— T e

Obr. 7. Nékteré z metod pro méfeni houzevnatosti rozhrani a) test tiibodovym ohybem, b) test
¢tytbodovym ohybem, ¢) indentacni test.
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6 Reseni konkrétnich uloh

6.1 Popis pole napéti v okoli obecného koncentratoru a vypocet GSIF

6.1.1 Singularni FeSeni problému polonekone¢né trhliny kolmé na rozhrani dvou
ortotropnich materialii pomoci explicitni L.E.S metody

Pres velky potencidl MKP pii feSeni probléml pruznosti a pevnosti, ma tato metoda sva
omezeni. V piipadé pfitomnosti koncentratori napéti, ani specidlné zvolena sit’ prvki v jejich
okoli nemusi zabranit chybnému posouzeni jejich singularity. Z tohoto divodu je znalost
teoretického singuldrniho feSeni vyhodna nejen z divodl ziskani dodatecnych informaci o
napjatosti v okoli koncentratoru, ale také z diivodil zpiesnéni konecnoprvkovych vypocti.

Exponent singularity napéti pted ¢elem trhliny 6-7 je feSenim nelinearni rovnice pro problém
vlastnich &isel jisté soustavy homogennich linearnich rovnic. Uloha polonekoneéné trhliny
kolmé k rozhrani dvou ortotropnich materiali je specialnim piipadem bi-materidlového
vrubu, viz napi. Desmorat a Leckie [12].

Napéti v blizkém okoli ¢ela trhliny je umérné P posuvy #°. Zde r znad&i vzdalenost od &ela
trhliny. V ptipad¢ trhliny kolmé k rozhrani dvou materidli, je 0 redlné. Navic, z energetickych
divodi a singularniho chovani napéti musi platit, ze

0<o<l1 (28)

Hodnota 0 zavisi na geometrii v blizkém okoli ¢ela trhliny a na materidlovych vlastnostech
kazdého z obou prostiedi.

V rovinné pruznosti anisotropnich prostredi lze vyuzit tzv. Lechnického-Strohiiv formalismus
zalozeny na pracich [43], [13] a [73]. Zakladem je popis napéti a posuvil pomoci komplexnich
potenciall, které formalné spliiuji podminky rovnovahy, kompatibility a lineadrni zavislosti
mezi deformaci a napétim a podle typu ulohy také dané okrajové podminky. V ptipadé
obecné rovinné anisotropni pruznosti je nutné uvazovat vSechny slozky tenzoru napéti a
deformace. K zjednodusSeni mize dojit v ptipadé, kdyz matice tuhosti pfip. poddajnosti
vykazuje roviny symetrie, jak je tomu napi. u ortotropnich materidlii, kdy se pocet slozek
tenzoru napéti a deformace snizi pouze na slozky a v pfipad¢ zkracené notace se tenzory
deformace a napéti €, o mohou psat jako vektory ':

T T 29
8:[511>5225712] > 02[611,622,0']2] (29)
a matice tuhosti a poddajnosti se zredukuji na tvar
& ¢ 0 S S, 0
Ci=lcn ¢ 0], S;=|s, s, 0
0 0 ¢4 0 0 s (30)

V okoli vrcholu trhliny se pro posuvy, napéti a vyslednou silu podé¢l poloptimky vedouci z
pocatku soufadného muze psat

o=H-r""-F(0), u=H-r’-g(0), -T=H-r’-£(6) (31)

" Poznamka ke znadeni matic a vektorii v textu:

- matice jsou zde v této kapitole znaCeny velkym pismenem latinské abecedy, zvyraznéné podtrzenim.
Vyjimkou jsou pouze tenzory napéti a deformace, pro které je pouzita mala fecka abeceda. Vektory jsou
znaceny malymi pismeny latinské i fecké abecedy zvyraznéné tuéné.
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Zde H znaci zobecnény soucinitel intensity napéti a € uhel, ktery svira pruvodic » s kladnou
osou x - viz Obr. 8. Pro matici F a vektory g, f plati

F=L-¢" - ®+L-2"" @, g=4-¢ -¢9+4-¢"9, f=Le -o+L-e -9 (32

H, _ﬂ2j
ol (33a)

(33b)

kde

2 2
Sy S Sk S, _
A- [

S S
» 2
Sy + Sty +
1 H,

o=[¢ ¢|, ©=5 diag(¢.4) L', e=diag(cosd+ psind, cosf+ u,sin )

Obr. 8. Schéma polonekonecné trhliny kolmé k rozhrani dvou ortotropnich materialt

Nejdiive bude vénovana pozornost parametrim z; a . Jde o komplexni Cisla s kladnou
realnou Casti, kterd jsou kofeny rovnice (:tvrtého1 fadu

At +2p22 1+1=0 (34)
kde 4 a p jsou konstanty vyjadiujici miru anisotropie prostiedi 1

s 1 2
A==, p= 5(2‘912 +566)(81155,) ° (33)

s
Obecné feSeni pro parametry 4 je %fésledujici
1 1
M =id *(n+m), wp,=id *(n+m) prol<p<o
1

L 1
u=A*(in+m), w,=A*(in+m) pro-l<p<l (36)

yl=,uz:i/17(n+m)l pro p =1
kde {1 I+ )}2 {1 R )}z
n=|— , m=|—(1-
2P 2P (37)

Nyni bude vénovéana pozornost vektoru @, jehoz hodnota se urci z okrajovych podminek.

Vhodnym nastavenim vektoru ¢ splnime okrajové podminky v okoli vrcholu trhliny. Okrajové
podminky jsou dvoji: vzdjemné spojeni obou materialli se predpoklada jako idedlni, tj. pro 8 =
0 a 6 = w musi platit T ——T! o =y

G U e — (33)
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a dale lice trhlin musi byt bez napéti, tj. pro 6 = —n/2 a 6 = 3n/2 musi platit
-T'=0, -T" =0 (39)

Indexy 7, I a 11 znaci oblast bi-materialu, které se danéa okrajova podminka tyka, viz. Obr. 8.
Pomoci druhého a tietiho vztahu v (31) a okrajovych podminek (38) a (39) se sestavi soustava
dvandcti homogennich linedrnich rovnic

K()v=0, (40)

kde matice soustavy K a vektor v maji tvar

B, -B, -B] -B, 0O 0 L'g'
X, X, -x{ -Xx, o o L'y’
«_ |2 o B -B -B" B'| L'
o o x! X ox x| | LM (4
X, X, o o o0 o0 L" ¢"
o o o o x X/ L"g"

Zde pruh nad matici je symbol komplexni sdruzenosti, O znaci nulovou matici 2x2 a proj =
0...3,J=1..11Iplati
J o s\ J J I 7\
Bl =id gj(g ) X/ =L ej(L ) (42)

kde 1 17 . 1 11 . 1y i/
e, =¢, =diag[l,1], e =e¢ =diag[e”, e ], “3)

ior ior 1l _io3x i i537r]

e, =diag[p €™, ™1, ¢' = diaglsy" ™, )"

Aby soustava (40) méla netrividlni feSeni, musi byt rovnice soustavy vzijemné linearné
zavislé, tj. determinant matice soustavy K musi byt nulovy

det(K(5))=0 (44)

Rovnice (44) je nelinearni rovnici, jejiz nejmensi kladny kofen ¢ je hledany exponent
singularity. S exponentem singularity ¢ je Uzce spojen problém hledani vlastnich ¢isel a
vlastnich vektorti matice K. Dosazenim exponentu o zpét do matice K se jako feSeni soustavy
(40) dostane vlastni vektor matice K, ktery odpovida jejimu vlastnimu ¢islu 4 = 0. Exponent ¢
je doprovazen svym dualnim prot&jskem 0 = —d a jemu odpovidajicim vlastnim vektorem v’
viz [59], ktery je feSenim sdruzené homogenni soustavy rovnic

K(@)v' =0 (45)
Znalost dudlniho (pomocného) teSeni je dulezita k vyjadieni zobecnéného souclinitele
intenzity napéti, ptip. T-napé€ti, pomoci tzv. w-integralu, viz [12]. ReSeni vlastnich Cisel a
vektori na konkrétni uloze (uzitim matematického softwaru MAPLE) je popsano
v metodickém listé €. 1 (viz ptiloha nebo webové strainky UMTMB).

Poznamka:

Vyse uvedené vztahy plati jak pro rovinnou napjatost, tak i v ptipad¢ rovinné deformace. Je
vSak nutné piepocitat koeficienty matice poddajnosti S;; podle vztahu

r_ o Sn% (406)
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6.1.2 Vypocet Zobecnéného soucinitele intensity napéti

Pro vypocet zobecnéného souclinitele intensity napéti (dale GSIF) byla zvolena metoda
dvoustavovych (interak¢nich) integral, ktera ve spojeni s deformacni variantou MKP
poskytuje efektivni prostiedek pro vypocet jak zobecnénych souciniteld intensity napéti, tak
T-napéti. V daném ptipad¢ bylo vyhodné pouzit tzv. y-integral nezavisly na integracni cesté
— [12], definovany nésledovné: .

we-w' =w(u”,ub)=ajr(gan-uh—gbn~ub)dS (47)
kde I je libovolnd integracni cesta vedena v okoli singularity, horni indexy a, b, oznacuji 2
nezéavislé rovnovazné stavy. Uvniti oblasti ohrani¢ené kiivkou I' neni aplikovdno zadné
vnéjsi zatizeni.
Podstata metody spociva v porovnani specidlné definovaného skalarniho soucinu singularniho
feSeni (¢ =H -r*"'F, u=H -r’g) stzv. pomocnym fefenim (o =+°"'F", u" =r"g’) a
stejného pomocného feseni s referencnim feSenim (posuvy U a odpovidajici napéti  ziskané
napf. pomoci MKP). Pomocné feSeni je vice singularni nez samotné singularni feSeni
popisujici stav v okoli obecncho vrubu a ma tu vlastnost, Ze déla integral (u, u*)

konecnym. Na zaklad¢ nezavislosti y-integralu na integracni cesté, lze psat:
_[ (g-n-u*—g*n-u)dSzj. (;-n-u*—g*n-U)dS (48)
r Iy
nebo zkracené

vi, (e g )=y (U, e (49)

kde I';, I'; jsou libovolné dvé integracni cesty obklopujici koten trhliny (viz Obr. 9) a n je
vektor vnéj$i normdly. o je exponent singularity posuvl singularniho feSeni a 0* exponent
singularity posuvi pomocného feseni.

Zobecnény soucinitel intensity napéti potom obdrzime z rovnice (49)

e Wr, (U, r‘s*g*) (50)

ve (e e )

Obr. 9. Integracni cesty ['; a I, v okoli singularniho bodu
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6.1.3 Numerické vysledky

Vypocet zobecnéného soucinitele byl proveden pomoci matematického softwaru MATLAB
7.1. Numerické hodnoty posuvii a napétich vuzlech vzdalenych od kotfene trhliny byly
ziskany z MKP systému ANSY'S 10.0. Popis pouziti vstupnich soubort do téchto softwarti viz
metodicky list ¢.2.

Studovany vzorek tvoii 2 vrstvy elastickych, pficné ortrotropnich materiala M1 a M2,
pficemz elastické vlastnosti téchto materiali jsou shodné. Lisi se pouze hlavni materidlové

sméry — L. Vypocty budou demonstrovany na 2 odliSnych materidlovych konfiguracich (viz
Obr. 10).

Konfigurace A

Integracni cesta I', 100 MPa

i =
M1l BT
y » Konfigurace B
>
¢ Elastické vlastnosti materialt:
X h=4 mm - E;, =137 GPa,
m -Er=E>=10,8 GPa
- GZT: 3,36 GPa
vl -Gz =Gy, =5,65GPa

Trhlina +na bi-mat. rozhrani - vz =049 vy = vy = 0,238.

Obr. 10. Studovany bi-materiadlovy vzorek a materialové konfigurace pouzité do vypocta.

Nasledujici obrazky porovnavaji prubéhy napéti a posuvl podél prislusné integracni cesty o
poloméru R=1mm, ziskané¢ ze singularniho feSeni a numericky pomoci MKP (vSe pro 2
materidlové konfigurace A a B — viz Obr. 10). Shoda obou feseni je aZ na napéti oy, a posuvy
uy velmi dobrd. MenSi rozdil hodnot numerického a analytického feSeni u napéti oy, ma
vesm&s konstantni charakter a je pficitan dal§imu parametru v asymptotickém rozvoji pro
napéti — T-napéti, ktery zatim v rozvoji pro napéti zahrnut neni.

29



g

§

Napéti o,x [MPa]
g 3

=

e Anahyticke reseni
= MKP reseni
sl

0 % 0

4 6 %0 1% 160 28 om0
Uhel od kladné osy x [°]
; a)

10

s Anatyticke reseni
= MKP reseni

Posuvy u, [m]
2 e

4}

wow o

1% 10 25 m

z s
Uhel od kladné osy x [°]
d)

Obr. 11. Konfigurace A: Prub&hy napéti a posuvii podél integraéni cesty R=1 mm:
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Obr. 12. Konfigurace B: Prib&hy napéti a posuvt podél integraéni cesty R=1 mm: a) —c) — prib¢hy

napéti; d), e) prubéhy posuvi
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6.2 Problém premosténi trhliny

Uvazujme povrchovou trhlinu kolmou a s vrcholem na rozhrani tenké ortotropni vrstvy a
ortotropniho substratu. Trhlina lezi ve zminéné povrchové vrstvé o tloust'ce £ a je po celé své
délce pfemosténa dlouhymi vldkny kolmo k jejim ¢elim. Hlavnim cilem je nyni vypracovat
techniku pro vypocet zobecnéného mosticiho faktoru intensity napéti Hy,, charakterizujiciho
vliv pfemosténi na vysledné pole napéti v okoli kotfené takového obecného koncentratoru. O
tento zobecnény mostici faktor intensity napéti se potom snizi aplikovany zobecnény
souCinitel intensity napéti, popisujici napétové pole v okoli stejné, avSak nepremosténé
trhliny.

6.2.1 Rekurentni vztahy pro vypocet otevi‘eni premosténé trhliny a mosticiho napéti

Aby bylo mozné spocitat mostici napéti je tfeba znat posuvy (Ci otevieni) lich trhliny
v zé&vislosti na daném zatiZenim. Pro tento vypocet se pouziji nasledujici rekurentni vztahy:

1) V prvnim kroku se vypocte velikost otevieni horniho lice trhliny pfi zatizeni bi-
materidlového télesa napétim 6; z nasledujiciho vztahu:

Veappi(1) (2) =Yy (¥) 0 (51)

kde veppio(y) je posuv horniho lice v disledku jednotkového zatizeni o,=1MPa, spocitané
pomoci MKP.

2) Ve druhém kroku se vypocita vysledné otevieni pfemosténé trhliny. Tento krok rozdélime
na nékolik dil¢ich krokti, kde kazdy z nich povede k postupnému zptesiiovani vysledného

otevieni. Prvni aproximaci nastavime tak ze v, = v, , pro n=1 (tj, Ze otevieni pfemosténé

trhliny bude rovno otevieni nepfemosténé trhliny zatizené napétim o;). Potom mtizeme jiz dle
zvoleného modelu pfemosténi vypocitat mostici napéti — bud’ dle jednodussiho kvadratickeho
zakona (52) nebo upravené¢ho vztahu zohlednujiciho statistické rozdéleni pevnosti vldken a
jejich vytahovani z matrice - (53) — vice viz Kotoul et al [34].

a) O, (»)=Bv,.(»), n=1 (52)
’, mt - m+

i) = ﬂm 28y {%} +0 4,011 €XP —{%] , n=1 (53)

O-P(n 1)(}/ Zch( (y)), n=1 (54)

varo ¥.5) S, 1)(y[)~S(yi) (55)

Zde v, ,(»,y,) je otevieni lice trhliny po délce y v disledku plisobeni jednotkové isolované

sily vbod¢ y;, &, ., (»,)je mostici napéti vypocitané v daném kroku a S(y;) je plocha

br(n,1)

nalezejici danému uzlu (vzdalenost mezi aktudlnim a piedchézejicim uzlem).

V dal§im pod-kroku se ptiblizime vyslednému otevieni lice trhliny dle tohoto vztahu:

va n y

vn,m"+l (y) = Vn,mn ppl( )( ) ..... 1 N (56)
Vn,mn (y)_vbr(n,mn) (y)

kde Virtmm) <0 je otevieni lice trhliny v disledku mostictho napéti
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OA_br(n,m”) (y) = &br(n,mn) [vn,mn (y):| :

Rekurentni vypocet skonéi, jakmile je splnéna nésledujici podminka

2
Vo st (V) =V, (¥) 7oL (57)
vn,mn+l (y)

kde levé strana rovnice (57) udava kvadrat rozdilu aproximace v aktudlnim a ptedchazejicim
kroku ku aproximaci v aktudlnim kroku a TOL je piedepsana tolerance.

6.2.2 Nalezeni mostici vahové funkce

Hodnoty véhové funkce potiebné k vypoctu zobecnéného interface
mosticitho soucinitele intensity napéti uréime postupnym 2
zatézovanim bi-materidlového modelu podél lict trhliny dvojici
osamélych sil (viz Obr.12) , pfi¢emzZ pro kazdy zatézny krok F
uréime zobecnény souclinitel intensity napéti zplsobeny touto r,
dvojici sil. Plsobici dvojice sil se postupné umist'uji v riznych -
bodech od kotene az po volnych povrch materidlu 2. Soucinitel r
intensity napéti charakterizujici dany zatézny stav (od dvojice F

sil) vypocitdme podobnym zplisobem jako zobecnény soucinitel h
intensity napé€ti, popisujici pole napéti v okoli obecného
koncentratoru u télesa podrobeného n¢jakému vnéjSimu zatizeni
—viz (50).

x

;o . ) o, . . Obr. 13. Integracni cesty
Vypocet faktoru intensity napéti od dvojice sil bude potom  pro vypoget hodnot vahové

odlisny pouze v tom, Ze integral podél lict trhliny nebude diky funkce
pritomnosti isolovanych sil nulovy, ale bude mit konecnou
velikost — viz [60]. Jeho hodnotu potom spocitdime pomoci
vztahu:
H, (cl —cz) = I (Gijnjﬁi —Gijnjui)dl+ Fu, (x = O,y) , (58)

rl
kde Hioirje hledany faktor intensity napéti, rozdil (c; - c; ) je integrdl pfes kiivku I3
(polomér I's — 0) — [33], a @, je tzv. pomocné feSeni pro x=0, y=y, . Definice pomocného
fesSeni viz. [12].

A A A A Dvojice izolovanych sil

vV Vv
Gappl N=191 uzli

X podél trhliny

Obr. 14. Postupné zatézovani vzorku dvojici isolovanych sil podél licti trhliny
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Obr. 15. a) Posuvy lice trhliny zatizeného isolovanou silou ve vybranych uzlech podél trhliny; b)
Tvar vahové funkce W(y,h) s uvazenim piemosténé trhliny v povrchové vrstvy s kone¢nou tloustkou
nebo polonekonecné premosténé trhliny.

6.2.3 Vypocet mosticiho faktoru intensity napéti

Mostici napéti vyvold vznik zobecnéného mosticiho faktoru intensity napéti Hy,, o ktery se
nasledné snizi aplikovany zobecnény faktor intensity napéti zptisobeny vnéjSim vzdalenym
zatizenim. Vztah pro vypocet zobecnéného mosticiho soucinitele intensity napéti Hp. je

potom: 0
H, = IW(%h) S, (¥)dy, (59)

kde W(y,h) je ptislusna mostici vahova funkce — viz piedchozi oddil a op,(y) je mostici napéti
podél cela trhliny, nalezené dle vySe uvedenych rekurentnich vztaht.

Vztah pro vysledny faktor intensity napéti Hy, pfemosténé trhliny je nasledujici:
H,=H,,-H, , (60)

appl
kde H,,, je aplikovany zobecnény soucinitel intensity napéti spocitany napiiklad metodou
dvoustavového y-integralu — viz [12] nebo technikou spojité rozlozenych dislokaci — [33].

6.2.4 Numerické vysledky

Studovany model bi-materidlu tvoii 2 vrstvy elastickych ortrotropnich materiali M1 a M2
- viz Obr. 14, pricemz elastické vlastnosti téchto materialt jsou shodné: E; = 137 GPa, Er=
EZ = 10,8 GPa GZT = 3,36 GPa Vrz = 0,49 GZL = GTL = 5,65 GPa Vzr, = Vi, = 0,238 LiSi se
pouze hlavni materidlové sméry - L, které jsou vii¢i sob& pootocené o 90° (Obr. 14).

- Kvadraticky model piemosténi s konstantni pevnosti vlaken

U tohoto modelu zlstavaji vladkna aZz do urcité kritické hodnoty aplikovaného zatizeni
neporusend a do jisté vzdalenosti od Cela trhliny dochézi k jejich prokluzu vzhledem k matrici
(tfeci vazba). Jedna se tedy defakto o spojité rozlozeni mosticich pruzin. Cast vlaken se po
dosaZzeni jisté hodnoty aplikovaného zatizeni nahle porusi a zlistdva potom piemosténa pouze
oblast v blizkém okoli kofene trhliny, ktera se s dal$im rostoucim aplikovanym zatizenim Gappi
stale zmenSuje az do okamziku, kdy se porusi i zbyla vlédkna a trhlina zlistane nepfemosténa —
viz Obr. 16. Vldkna se u tohoto modelu vzdy porusuji v roving trhliny.
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Hodnoty velicin pouzitych v modelu premosteéni:

- ¢ = 0.4 (objemovy podil vlaken), E¢= 228 000 MPa (modul pruznosti v tahu vléken), E,, =
76 000 MPa (modul pruznosti v tahu matrice), E; = 137 000 MPa (vysledny modul pruznosti
kompozitu), R = 0.007 mm (polomér vlaken), t =7 MPa (smykova resistence prokluzu

mezi vldknem a matrici), 6,r = 1400 MPa (tahova pevnost vldken)

0.03 T T T T T T T 0.035 T T T T T
: : mm— (Citevreni nepremostene trhling [V m— Ctevreni nepremostens trhliny : :
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oozl : : Vysladne otevreni trhling Wysladne otevreni trhling :
’ : : : 0025+ : : s
_ 6. =18 MPa T
E appi : : = 02 e T e 4
= _ : 5 =
b H —0.556 MPa.m : .3 0015 - o appl 21 MPa B
= br : = : : :
@ : : : E : : 1 b
= 0 I DT E i .
E ; : E éHbr = 0.64858 MPa.m '
=] B N B N
= : : 51 : : .; 0.005 - : : :
B = : : : :
B 00T f e Happl. 118MPam P P & E 0 :
) : : = n H
: -1 i -1
" Hyp=0,62 MPa*m® . Happi = 1.38 MPa*m®
: : = #pyn 071
003 i I i | I i 1 0015 1 | | i i L I
-4 -35 -3 -25 -2 -1.5 -1 05 -4 -35 -3 =25 -2 15 -1 05 0
Vzdalenost od Korene trhliny [mm] Vzdalenost od korene trhliny [mm]
a) b)
0.045 T . . . . 10 e e e — o
: - - - - — Aplikavany SIF H : :
mm— (teyreni neprermostene trhliny gll appl : : : : : B
Uzavreni od premasteni Mostici SIF H, : : : ;
: “ysledne otevreni trhliny mmml okahi SIFH =H -H : :

D035 oot e T P EEITT TR P EP ST PRSPPI B i p _ appl b : : : : B
E O03f-es B AP . S BT q
E |
g oos| i : : Br 8
= o =28 MPa : ;

g omf appl : ; LA 4
: - s
£ 0015} : : : : CoAr b
g : - ; _1-5 :
L H =:0.0013667 MPa.m'"" Doab g
e 001 H br . |
R : : : :
0005 F-oienit G b T SIRITRURNS 2r =
; Happi = 1.85 MPa*m®" _ .
: app : ; %t P : : :
0 : : — 1k A
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c)

Aplikované zatizeni [MPa]

d)

Obr. 16. a) - ¢) Posun horniho lice trhliny a vliv pfemosténi v zavislosti na velikosti aplikovaného
zatizeni; d) Zavislost mosticiho a vysledného zobecnéného faktoru intensity napéti (SIF) na velikosti
aplikovaného zatiZeni.
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- Modifikovany model piremosténi uvaZujici vytahovani vildken a jejich tahovou pevnost
Jjako statistickou veli¢inu

Hodnoty veli¢in pouzitych v tomto modelu pfemosténi jsou shodné s predchozim modelem,
vystupuje zde navic akorat Weibulliv modul o hodnoté m=3.

Z nasledujicich obrazkii je patrné chovani tohoto pokrocilejStho modelu v zédvislosti na
aplikovaném zatizeni.

0.08 . : : . . . : 018 ' ' ' '
[ Cteyreni nepremostene trhling : : mm— Otevreni nepremostens trhliny :
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Obr. 17. a) - ¢) Posun horniho lice trhliny a vliv pfemosténi v zavislosti na velikosti aplikovaného
zatizeni; d) Zavislost mosticiho a vysledného zobecnéného faktoru intensity napéti (SIF) na velikosti
aplikovaného zatiZeni.

K porusovani vldken nedochazi u tohoto modelu pouze vroviné trhliny, ale diky
statistickému rozdéleni pevnosti vlakna se tak miiZze stat i uvnitt matrice, kde i po prasknuti
vlakna dochazi vlivem tieci vazby k pfenosu zatizeni a to az do jeho uplného vytazeni
z matrice. Tento model tak vykazuje u vysSich aplikovanych zatizeni vysSi odolnost
pfemosténi vic¢i tomuto zatizeni nez predchozi model a jak se ukazalo napt. v praci [34] vede
1 ve srovnani s experimentem k pfesnéjSim hodnotam, jelikoz Iépe postihuje skutecnost jak se
vlakna v praxi poruSuji. Opét samotné feSeni problému uzitim MKP a zpracovani dat
v MATLABU je popsano v metodickém listé ¢.3.
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6.3 Kritéria Sifeni trhliny kon¢ici na rozhrani dvou materiali

Hlavnim cilem je navrhnout proceduru, ktera by umoznila predikci vzniku lomu z obecného
koncentratoru napéti (Obr. 1 a). Zejména bude uvdzena moznost ohybu trhliny podél rozhrani
(jednoduchy nebo dvojity ohyb) a penetrace hlavni trhliny pies rozhrani. Pouzita kritéria jsou
zaloZena na energetickém pfistupu.

6.3.1 Lomova Kritéria pro posouzeni sméru Sifeni lomu

V nasledujicim budou uvazovany tfi mozné zplsoby Sifeni hlavni trhliny koncici na
bimaterialovém rozhrani - viz Obr. 6 b), ¢), d):

6.3.2 Asymptoticka analyza

V ptipad¢ trhliny koncici na rozhrani je diferencidlni analyza nevhodna kvili nespojitosti
elastickych vlastnosti na rozhrani: problém s nulovou a nekonecnou rychlosti uvolnéné
energie byl jiz prezentovan v kapitole 5.3. Z toho divodu je nutné pouzit jinou techniku,
kterou tento problém Ize obejit. Vyuzijeme zde teorie “konecné lomové mechaniky” (finite
fracture mechanics), kde namisto pfiristkii nekone¢né malych jsou uvazovany pftirastky
trhliny kone¢né délky /. Konkurence mezi ohybem trhliny a penetraci pies rozhrani je
vyhodnocena uzitim podminky, Zze trhlina se bude $ifit tim smérem, ktery maximalizuje
doplitkovou energii AW uvolnénou lomovym procesem.. Jestlize se ma trhlina odchylit na
rozhrani pfednostné pfed penetraci ptes rozhrani, musi byt splnéna nasledujici podminka:

AW, =W, -G l, > AW =W, -G l, (61)
kde G, je houZevnatost rozhrani, G, je houZevnatost materidllu M1 a OW je zmeéna
potencidlni energie mezi ptivodni a novou pozici trhliny. Pro vypocet této zmény se vyuzije
technika sdruzenych asymptotickych rozvojii. Uvazujme poruseni oblasti € s trhlinou
dosahujici na rozhrani mezi materidly M2 a M1 —viz nasledujici obrazek Obr. 18:

Obr. 18 Zvétsena oblast okoli kofene trhliny poruseného malym pfirGstkem trhliny

PoruSenim je myslen odchyleny (jednoduse nebo dvojit¢) pfirtistek trhliny délky /; nebo
pfirGstek penetrujici trhliny délky /,, kde & je parametr poruSeni definovany jako
e=l/L<1, I=1,1,, kde L je charakteristicky rozmér oblasti Q. Zavedeme dale druhé

méftitko pohledu na problém, pomoci méfitkem zvétSenych soutradnic:

X X, X,
=—, Or 5 = 7T |>»
y=7 (> 3,) (8 Sj (62)

které poskytuji 1/e krat zvétSeny pohled na oblast obklopujici kofen trhliny. Posuvy u®
poruseného elastického problému v dasledku piitomnosti trhliny mohou byt nyni vyjadieny
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pomoci regularni soutadnice x a ,,zazoomované* soufadnice y:
€ € €
u*(x)=u’(er) = V* (1), (63)
kde definice funkce V* byla zavedena jednodu$e zménou proménné z x na y. Poznamenejme,
7e V° (y) zde znamena stejné posuvy jako ty oznafené pomoci u® (x), tj., feSeni poruseného
stavu, avSak ve smyslu zvétSenych soufadnic y. Uvazme nyni asymptoticky rozvoj pro u®

(ktery je rovnéz znam jako ‘‘vné&j§i rozvoj’”) a pro V° (ktery je znam jako ‘vnitini rozvoj’”) -
[64]:

kde ut (x)=fo(8)uo (x)+f](g)2/{l(x)+...:ifi(g)rgfﬁi(9),

i=0 (64)

V()= F ()5 () F(e)R(0) .= X F () 1)

€ F,
f( );tl and hmf—()=0, Vi=1,2,...;F( );él and lim———~~2 ’“( ) =0, Vi=12,..
-0 f;(g) -0 E(g)
Bazové funkce {31 lze obdrZet podobnym zpisobem. Funkce );je promitnuta na mnoZinu
bazovych funkci iy danou ve vztahu (64);, avSak nyni Vyjédfenou pomoci zvétSenych

polarnich soufadnic y = (p,0): ¢ (»)=U,(p,0)=p"u,(0), and p_ . Rozvoj j;(y)vypada pomoci
bazovych funkci nasledovné .

=2 Kp"5,(6) . (65)
Aby si prvnich par ¢lenti rozvojt u®(x) a Vlg:((;) odpovidalo, staci pouze rozvoj pro ;. Uzitim
rovnic (64) a (65) obdrzime nasledu11c1 rovnost

—Zfl. ZKp u,(0)+F(e)X(y)+...s (66)
ze které lze provést porlaovnéni élenu se steJnym faktorem u,. Nejdfive si musi odpovidat

Cleny s faktorem g na obou stranich rovnice (66):

fo()r™u, (0)=F, (e) K;p*u, (0) . (67)
Jelikoz jsou v rovnici (67) zahrnuty tfi faktory - fo, Fo, a Ko, je zde n€kolik moznosti jak
porovnani ¢lend provést. Miizeme naptiklad zvolit f; jako (neznamou) konstantu H a Ky = 1,

nebo mizeme zvolit f = 1 a Ky jako (nezndmou) konstantu. Pouze vSak prvni vybér dava
smysl, protoZe je omezujici natolik Ze stanovi koeficient £y v rovnici (64),. Vybereme tedy:

fi(e)=H, K, =1, F,(¢)= He" = He" . (68)
Dale ¢leny s faktorem u, na obou stranach (66) by si méli odpovidat (s uvadzenim zanedbani
¢lend vyssich adu) tj:

£.(e)r", (8) = Fy (¢) K", (6) . )
Vnéjsi rozvoj (64) muze byt nyni zapsan jako:
Zf —H[ ou, (9)}+HK g™ [ P ]+ (70)

Zména potenc1aln1 energle 8Wrn621 feSenim v neporuseném u’(x l,xz) a piiriistkem poruSeném
u’(x1,x;) stavu, pro nezménéné okrajové podminky je pii uziti Bettiho recipro¢niho teorému
nasledujlcl

oW = —I( U n.u,O_a,(uO)nl.ujs)ds:Klyzgzo} +,,.=K1H2(%j2§l +.., €k, (71)

L )
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kde I je libovolna draha obklopujici kofen trhliny a »; jeji normala sméfujici do pocatku
soufadnic. Asymptoticky rozvoj na vnitini oblasti aproximuje zménu potencidlni energie W
pomoci K; zavisejici na poruSeni malym pfirtstkem trhliny délky / pfes funkce vnitiniho
rozvoje a tento faktor 1ze vypocitat pomoci MKP.

6.3.3 Urceni H a K,

Nejsou-li pfitomny objemové sily, plyne z recipro¢niho teorému, Ze nasledujici integral je
ktivkove nezavisly:
N = ) V. -0, v, |d
(u,v) 'I[GU (u)n, v, Gy(V)I’ll vj] s, 72)

kde I' je libovolnd kiivka obklopujici kofen trhliny a u, v jsou dvé rizné ptipustné pole
posuvil. Uvazime-li nasledujici dvé pole posuvii u =1/ (x)=r"u,(0), v=U,(x)= ra’ﬁj (0)
lze potom dokdzat, ze kiivkovy integral ¥ je roven nule pro d; # -9; a je nenulovy pro piipad
kdyi 0i = -Sj.

Protoze bazova funkce odpovidajici koeficientu f; = H v asymptotickém rozvoji pro u® je
1w, (0), diky pfedchozi podmince ortogonality musi platit:

W (u,ru )= Y A (0 ) = (P (73)
i=0
Tudiz, zobecnény soucdinitel intensity napéti H= f, lze vypocitat nasledovné:
o ‘P(us,fslﬁ_l) (74)

8= 6= ’
‘I’(r u,,r “_1)
Na druhou stranu, jelikoZ piesné feSeni u® neni znamo, MKP fefeni u” lze pouzit jako
aproximaci pro u® - viz napf. Profant et.al. [64].

Zobecnény faktor intensity K; Ize potom vypocitat podobné jako H. Je pouzit vnéjsi rozvoj
(65) ve vnitinim rozvoj (64) pro V¥(p,0):

¥(V.p"u,) (75)
‘P(r*f"ﬁfl,rg‘ﬁl) .

Opét analogicky k aproximaci pro H, funkce ), miZe byt nahrazena MKP feSenim )

K, =

abychom mohli K; vypocitat. Dosazenim (74) a (75) do (71), 1ze zménu potencialni energie
oW vypocitat.
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6.3.4 Numerické vysledky

Vypocet zmény potencialni energie oW — vyrazy (61), (75), zpisobené konecnym ptirtistkem
trhliny vyzaduje numerické feSeni napétového a deformacniho pole na vnitini oblasti pomoci
MKP. Pro tento ucel je pouzit MKP systém ANSYS 10.0. V nésledujicim obrazku je

demonstrace konecnoprvkové sit¢ pouzité pro jednotlivé ptipady Sifeni trhliny. Pro pouziti
vstupnich soubort k vypoctu- viz metodicky list €. 4.

L _100.... ’
L /7

Integracni cesta I -

Vnéjsi oblast — avhl
vnitfni oblast

zatizena
singularnim polem
posuvl

penetrujici trhliny

Model je zhotoven ze dvou materidlovych vrstev M1 a M2, kde elastické vlastnosti obou
materidld jsou identické: £, = 137 GPa, Er=E;=10,8 GPa Gzr=3,36 GPa v;z=0,49 Gz =
G = 5,65 GPa vz = v = 0,238 — pouze hlavni materidlové sméry jsou vzajemné u téchto
materialii pootoceny o 90°. Prakticky to znamena, ze material M1 ma Youngiv modul E; ve
smeru osy y a materidl M2 ma E; ve sméru osy x.

Vnéjsi oblast (viz Obr. 18 nebo Obr. 19) je zatiZzena singularnim polem posuvil na poloméru
r=L:
Q(xl,xz):Hr‘su(Q)f.. , (76)

kde charakteristické vlastni ¢islo o a funkce u(6) jsou ptevzaty ze singularni analyzy zaloZené
na teorii komplexnich potencidlii (viz vyse) a zobecnény soucinitel intensity napéti H je pro
piisluSné zatéZovaci podminky vypocitdn pomoci kombinace dvoustavového wy-integralu a
MKP - viz kapitola 6.1.2.
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Prirtstky trhliny délek /,, I, se pouziji pro pfipad ohybu trhliny (jak jednoduchého tak
oboustranného) a pro piipad penetrace. Kazdy z téchto ptipadd se pocita zvlast. Pii
zatézovacich podminkéch (76) na vnéjSi oblasti, se napéti a posuvy na vnitini oblasti
vypocitaji pomoci MKP systému ANSYS. Tyto vysledky jsou nasledné pouZity pro vypocet
K; a zmény potencialni energie zpiisobené malym pfirGstkem trhliny ve zvoleném sméru — viz
Tabulka 1 (za zminku a povSimnuti stoji nezavislost K; na velikosti pfirtistku). Jakmile se
vypocitd zména potencidlni energie (pro vSechny piipady Sifeni trhliny) uzitim vztahu (71),
potom lze vypocitat i doplitkovou energii pro piislusné stavy (61). Trhlina se potom bude §ifit
tim smérem, ktery maximalizuje prave tuto dopliikovou energii AW.

Tabulka 1: Hodnoty K; a zmény potencidlni energie v zavislosti na velikosti pfirtstku trhliny

a typu Sifeni (pro H=1 MPa.ml'Bl)

€ 1/100 1/500 1/1000 1/4000

Single deflection: K, = 0.005205 0.005260 0.005271 0.005289
OWy= 0.0002531 0.0000888 0.0000565 0.0000228

Double deflection: K, = 0.005007 0.0050575 0.0050686 0.0050750
oWy = 0.0002434 0.0000855 0.0000543 0.0000249

Penetration: K, = 0.011012 0.011279 0.011332 0.011386
oW, = 0.0005353 0.0001906 0.0001214 0.0000494

Je vhodné poznamenat, ze vypocet doplinkové energie pro piipad penetrace nebo ohybu
trhliny, je tieba znat hodnotu ptislusné houzevnatosti G; nebo G°; ve vyrazu (61), (nejlépe
ziskat experimentalné na vhodném vzorku). Na zaklad¢ téchto dat, 1ze potom soudit o sméru
dal$iho $ifeni trhliny.
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7  Experiment

Experimentalni ovéfeni vypoctového modelovani bude provedeno na bimateridlovém
laminatu ALL,O; / ZrO,. Tento materidl byl jedinym dostupnym kandiddtem na verifikaci
modelovani.

Vychozi prasky pro vyrobu bimaterialového laminatu:
Al,O3 - RC-HP-DBM (Malakoff, Ind., USA)
710, - TZ-3Y (Tosoh, Japonsko)

Priprava laminatu:
Elektroforetickda  depozice z  isopropanolové suspenze stabilizované  kyselinou
monochloroctovou, slinovani 1500°C/2h ve vzdusné atmosféie — viz [17], [18], [45].

vrstva ZrQO;: Vrstva ALOs:
stfedni vel. zrna 0,55um stfedni vel. zrna 1,93um
tvrdost HV 12,9 GPa tvrdost HV 17,8 GPa
lomové houZevnatost 9,6 MPa.m'" lomové houZevnatost 5,2 MPa.m'”
relativni hustota 99,9% teoretické hustoty relativni hustota 99,2% teoretické hustoty
elastické konstanty: E =210 GPa, v=0,31 elastické konstanty: E = 380 GPa, v=0,26
~_ -

—

Laminat:

pocet vrstev: sttidaveé 30 vrstev Al,O3 a 29 vrstev ZrO,, celkem 59 vrstev
tloustka vrstev 43um
relativni hustota kompozitu 99,78% teoretické hustoty

Laminat

Obr. 20 Detail rozhrani bi-materialového laminatu ZrO, / Al,O3
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ZkuSebni stroje na kterych se bude material zkouSet:

ZWICK (Obr. 21): Mechanicky zkuSebni stroj ZWICK Z50, zatizeni do + 50 kN, teplota

zkousky -196 az +1200 °C, ptipravky pro tahové a tlakové zkousky a zkousky ve 3 nebo
4 - bodovém ohybu.

INSTRON (Obr. 22): Elektromechanicky zkuSebni stroj INSTRON 8862, zatizeni do

+100 kN, ptipravky pro tahové a tlakové zkouSky a zkouSky ve 3 nebo 4 - bodovém
ohybu.

Obr. 22 Elektromechanicky zkuSebni stroj INSTRON 8862
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Oba zkusebni stroje jsou vybavenim Ustavu fyziky materidlu AVCR Brno, kde se rovnéz také
experiment bude provadét. Z ¢asové narocnosti zpisobené zdlouhavou piipravou vzorkl bude
vSak experiment proveden az v prvnim pololeti roku 2008. Vyhrazené finan¢ni prostfedky
v ramci tohoto projektu — 15000,- K¢. byly pouzity jako pifispévek na jejich vyrobu (celkova
potiebna castka je totiz mnohem vyssi a je kryta z dalSich zdrojt). O vysledky experimentu
bude nasledné obohacena i samotnd vyuka. Pro provedeni experimentu bude z vytvofeného
bimateridlového laminatu vyfiznut a vybrouSen vzorek typickych rozméri pro ttibodovy nebo
ctytbodovy ohyb a v jedné z vrstev bude iniciovana trhlina kolma a koncici na rozhrani s dalsi
vrstvou. Poté bude provedena zkousSka tfibodovym ohybem a bude se zjistovat, pii jaké
zatézovaci sile dojde k Sifeni trhliny a jakym smérem.
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8 Zavérec¢né zhodnoceni projektu

Tato prace se zabyva vypoctovym modelovanim problémi lomové mechaniky heterogennich
materialll (nalezeni charakteristik obecného koncentratoru napéti, zahrnutim vlivu pfemosténi
a definici lomovych kritérii pro dany obecny koncentrator napéti). Pro dané vypocty je nutna
alespon zakladni znalost matematickych vypocetnich programtt MAPLE a MATLAB a MKP
sytému ANSYS, které jsou vSechny v ramci fakulty strojniho inZenyrstvi a Ustavu mechaniky
téles, mechatroniky a biomechaniky studenttim k dispozici.

V teoretické cCasti této zpravy je uvedena reSerSni studie z oblasti feSeni problematiky
s dirazem kladenym na demonstraci riznych metod a pfistupti pro feSeni daného problému.
Z téchto metod byly potom vybrany nejvhodnéjsi pro splnéni definovanych cil. Pfedpoklada
se, ze se tato teoreticka Cast stane zakladem pro zpracovani budoucich semestralnich a
diplomovych projekt a budou tvofit zaklad znalostni databaze pro posluchace, zaméfené do
oblasti pocitatového modelovani porusovani progresivnich materiali. Zejména se jednd o
obor M3905-Aplikovand mechanika a obor doktorského studia D2312 Inzenyrska mechanika
se zaméfenim na lomovou mechaniku.

Vysledky byly prezentovany na nékolika konferencich (tuzemské i zahranicni), kde vystupem
byly piispévky ve sbornicich a v piipad¢ zahrani¢ni konference bude ptispévek publikovan ve
specidlnim ¢isle vyznamného c¢asopisu International Journal of Fracture, kam byl jiz po
recenzi ptijat.

Ziskané poznatky dale mohou byt v pfiStim roce zatazeny do osnov predmétu Vybrané
matematické metody v mechanice, ktery je soucasti akreditovaného magisterského studijniho
oboru M3905-Aplikovana mechanika. Dale se ptedpoklada, Ze ziskané vysledky budou
vyuzity pfi tvorbé nového predmétu Vypocetni metody v mechanice kompozitl - rovné€z pro
vySe uvedené obory. Muze zde byt vyuzito zhotovenych studijnich podkladi a
komentovanych metodickych listi pro ulohy do cviceni. Tyto listy mohou slouzit jako navod
pro feSeni 1 jinych typt uloh zadanych vyucujicim. Vstupni soubory do vSech programi jsou
pfipraveny zpusobem, jenz umoziuje snadnou modifikaci pouzitého, obecné anisotropniho
materidlu a zménu pfipadné konfigurace trhliny a materidlového rozhrani. Pouziti téchto
soubort je v metodickych listech detailn€é popséano a vSe je studentim volné pfistupné na
webovych strankdch Ustavu mechaniky téles, mechatroniky a biomechaniky, FSI VUT
v Brné.

Planované experimentalni ovéfeni matematického modelovani, nebylo mozné z divodu
nedostupnosti potiebnych vzorkd vroce 2007 provést, nicméné¢  vyhrazené finan¢ni
prostfedky budou na dany tuéel pouzity (vzorky jiz byli zalohové Akademii Véd CR v Brné
zaplaceny). Experiment bude pouze proveden az v roce 2008 (podrobnéjsi zdivodnéni viz
kapitola 1.2), kde potom ziskané vysledky budou do vyuky dodatecné doplnény.
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